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nost systému Eulerovych rovnic pre stlacitelné priudenie s korekciou pravej strany.
Tento model vychddza z prace Fornasier et al. (2010). Pre komplikovanost mo-
delu sa zameriavame len na jednodimenzionalny pripad. K numerickému rieseniu
pouzivame semi-implicitni nespojiti Galerkinovii metédu. Diskretizaciu pravej
strany volime tak, aby sme zachovali struktiru semi-implicitnej schémy pre Eule-
rove rovnice predstavenej v praci Feistauer, Kucera (2007). Navrhnutd numericka
schéma bola implementovand a boli vykonané numerické experimenty, ktoré pre-
ukazali robustnost schémy.
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Uvod

Kazdy den sa stretavame s javom nazyvanym flocking. Ide o vytvaranie vel-
kych skupin jedincov rovnakého druhu, ktoré svojim spravanim na seba navzajom
vplyvaju - interaguji. Prikladom moze byt kidel vtakov, stado stvornozcov, kidel
ryb, véeli roj, kolonie baktérii a pod.

Prva pocitacovi simulaciu flockingu spravil Craig Reynolds. V roku 1986
vytvoril simula¢ny program Boids. Tento program simuluje spravanie jedincov
(boids) podla danych jednoduchych pravidiel. Vzniké tym jav podobny sprévania
sa kidlov vtédkov. (Viac informdcii: http://www.red3d.com/cwr/boids/).

Vedci z Univerzity Leeds ukazali, ze chovanie Tudi je v tomto ohlade podobné
spravaniu zvierat. V ¢lanku [9] popisuji svoj vyskum a testy, ktorymi zistili, ze
[udia napodobnuji spravanie okolia, tj. davy Tudi funguji na principe flockin-
gu. Existuju teda akési paralely spravania zvierat a s vytvaranim davov Iudske;j
populécie. Lepsim pochopenim tohoto javu by mohlo poméct napriklad pri vy-
tvarani stratégie havarijného planovania alebo v pesej organizacii.

Flocking je tiez povazovany za dolezity faktor pri kontrole spravania sa bezpi-
lotnych prostriedkov (Unmanned Air Vehicles (UAVs)). Svoje uplatnenie si nacha-
dza v Setricoch obrazoviek alebo vo filmovom priemysle, napr. vo filme Batman
sa vracia (1992) - flocking netopierov, Levi kral (1994) - stado pakorov.

K tejto problematike je dolezité spomenut vyznamné mend ako Stephan J.
Smale, F. Cucker, Giuseppe Toscani, M.Fornasier, J.A. Carrillo, J. Rosado (a
mnoho dalsich).

Stephan J. Smale je profesorom matematiky na Univerzite Berkeley v Ka-
lifornii. Zaoberéa sa Sirokou skdlou matematickych oborov. V roku 1966 dostal
Fieldsovu medailu. Smale objavil napriklad oblasti ako tedria ucenia - matema-
ticky popis nervovych spojeni v mozgu, ktoré vedu k inteligencii a uc¢eniu, flocking
a data mining. Vzhladom k vazenosti profesora Smala bol poziadany o vytvore-
nie zoznamu dolezitych otvorenych problémov, Smaleho problémy, analogickych
Hilbertovym problémom.

Meno profesora z Univerzity v Hong Kongu, F. Cucker, je hlavne spajané
s vyskumom zakladnych aspektov numerickych algoritmov. Deterministicky algo-
ritmus na riesenie 17. Smaleho problému este nie je, ale ¢iastoéné odpovede na
tento problém st zname zasluhou aj tohto profesora.

Profesori F. Cucker a S. Smale si autormi préace [7]. V nej popisuji matema-
ticky model emergencie, tj. spontalnemu vzniku makroskopickych vlastnosti a
struktur zlozitych systémov, ktorych nie je jednoduché odvodit z vlastnosti ich
zloziek. Model, ktory je predstaveny v tomto ¢lanku, tvori zédkladny prvok po-
trebny k studiu flockingu.

Modelovanie tlohy flockingu ale nie je vobec jednoduchy problém. Pokial roz-
delime oblast vplyvu okolo jedinca na tri casti - odpor, orientacia a pritazlivost,
mozeme odvodit nejaké sustavy obycéajnych diferencidlnych rovnic. R6zne modely
dostaneme uvazovanim roznych dodatocénych podmienok, napr. kuzel viditelnosti,
aerodynamika, hluk atd. Problémom ale takychto modelov je, ze pre velky po-
¢et jedincov vznikaju velmi velké systémy ODR, avsak tieto modely produkuja
pozoruhodné javy ako napriklad vzor formécii stad.

Modely pre velky pocet jedincov vychadzaju z kinetickej tedrie plynov.



Kazda latka sa sklada z atémov, malych castic, ktoré si neustale v pohybe a
vzajomne sa pritahuju v pripade, ze st od seba trochu vzdialené alebo odpudzujq,
ked st v tesnej blizkosti. Spajaju sa do vacsich celkov a vytvaraju molekuly. Mo-
lekuly st teda nejaky zakladny néstroj, z ktorého je skonStruovana kazda hmota.
Roézne usporiadania molekul alebo ¢astic a vzajomnych interakcii medzi nimi ur-
¢uju nielen o aky druh hmoty ide, ale davaji informacie aj o vlastnostiach tejto
hmoty. Pokial st castice relativne daleko od seba, pohybuji sa v celom objeme a
neposobia na seba prifazlivou silou hovorime o plynoch. Kineticka teéria plynov
sa snazi vysvetlit chovanie plynov na zaklade chovania jednotlivych molekul, na-
pr. ich rychlostami, zrazkami s ostatnymi molekulami. Specifickd je najma tym,
ze berie v tvahu len kinetickti energiu molektl, ktora odpovedd teplote latky.
Uvazuje a odvodzuje vztahy pre idealny plyn, ktory si mozno predstavit tak,
ze castice budu pre nas gulocky zanedbatelnych rozmerov medzi ktorymi nie je
vzajomné silové pdsobenie (pritazlivé a odpudivé sily). Na popis ¢éstic idedlneho
plynu pouzivame zakony klasickej mechaniky. (Viac napr.[22]).

Velka nevyhoda kinetickych modelov je, Ze st pre viac ako 4 dimenzie (dve pre
poziciu a dve pre rychlost) vypocetne naro¢ne. Preto uvazujeme hydrodynamické
modely, kde hraji hlavnt tdlohu makroskopické veli¢iny.

Modelovanim problému flockingu dospela rada autorov k réznym rovniciam.
Clanok [12], z ktorého vychadza tato préca, odvodzuje rieSenie v tvare parcial-
nych diferencialnych rovnic popisujucich rovnice zdkonov zachovania pre idealny
plyn - Eulerové rovnice, avSak s nenulovou pravou stranou. Cielom tejto prace je
numericky riesit prave tento tvar Eulerovych rovnic.

Praca je clenend do troch kapitol. Upozornujeme citatela, ze v praci sa nacha-
dzaju modely s anglickym nazvom. Chceli sme sa tak vyhnut vymyslaniu sloven-
skej (resp. Ceskej) terminolégii alebo doslovnym prekladom. Ich preklad zvicsa
neexistuje a tato praca si nekladie za ciel tvorbu novej terminologie.

V prvej kapitole popiSeme problém, ktory riesime. Vzhladom k rozsahu pro-
blematiky a mnozstva roznych technik z réznych oborov, ktoré je nutné aplikovat
pre odvodenie takychto rovnic, nie je mozné zachadzat do vsetkych detailov. Pre-
to v tejto kapitole zhrnieme hlavné koncepty, z ktorych odvodenie vychadza. Celd
kapitola vychadza najmé z [5], [12].

Druha kapitola sa nazyva Nespojitd Galerkinova metéda (DGM). Uz nazov
poukazuje na to, ze nasu Eulerovi rovnicu budeme diskretizovat touto metédou.
Pre zlozitost problému sa zameriame na numerické riesenie jednodimenzionalného
pripadu. Popiseme zdkladné vlastnosti Eulerovych rovnic a ich diskretizaciu.

V poslednej kapitole predstavime numerické experimenty. Vysledky boli ziska-
né programovou implementaciou v jazyku C. Kapitola obsahuje jeden testovaci
pripad a dalsie styri pripady, na ktorych pozorujeme chovanie hustoty, rychlosti,
teploty a tlaku pre model Eulerovych rovnic popisujucich flocking.



1. Popis problému

Nasim cielom je popisat kolektivny pohyb skupiny zvierat - flocking. Pozorova-
nim takejto skupiny mozeme dojst k predpokladu, ze na kazdého jedinca posobia
tri zdkladné oblasti vplyvu. Prvou oblastou mame na mysli oblast, ktora zarucuje
to, Ze sa jedinec vyhne prekdzkam a ostatnym jedincom. Nazyva sa oblast odporu.
Dalsia oblast, oblast orientdcie, méa za ciel identifikovat mozny smer skupiny a
prisposobif sa mu. Dolezitou vlastnostou jedinca, ktory vykonéava kolektivny po-
hyb je i to, aby sa podstatne nevzdialil od skupiny. Ak bude od nej prilis daleko,
bude sa musief vratit. Tato oblast vplyvu nazveme oblast pritazlivosti.

X ori en

\/@5 éGO
0 Ne

@) Q

Jedinec

Obrézek 1.1: Trojzénovy model.

Sila tychto vplyvov nie je ale v praxi stala. Neustale sa meni. Smer a pohyb
jednotlivca sa bude menit v zavislosti na umiestneniach ostatnych jedincov. Aby
sme mohli odvodif matematicky model, poktusime sa vytvorit najprv modely,
ktoré budu zahrnovat pritazlivost, odpor i orientaciu. Z nich dalej zistime ¢i
spravne riesia nas problém alebo ¢i budeme musiet zvazif i iné javy vznikajuce
v kolektivnom pohybe skupiny zvierat.

1.1 Casticové modely

Modely, ktoré zahrnuju pritazlivost, odpor a mechanizmy orientacie nazyvame
individual-based models (tiez zndme ako agent based models). St to vSak velmi
zjednodusené modely, ktoré nebert do tvahy dalsie faktory ako sa kuzel viditel-
nosti, blizka susedska interakcia, hluk, aerodynamika a pod. Zlepsenim, pridanim
nejakych efektov k tymto trom oblastiam vplyvu a analyzovanim pre rozne typy
zvierat a kontrétnych druhov sa zaoberali napr. v pracach [16] [18, 21].

Vylepsené modely zahinaja dalsie dolezité aspekty, ktoré si pozorované v pri-
rode. Prikladom moze byt fakt, ze zvierata nie st ovplyviované vsetkymi jedin-
cami a to bud preto, ze maju Specidlne kuzele viditelnosti alebo preto, ze vo velmi
kratkom case, mozu sledovat pohyb relativne malého poctu dalsich jedincov ale-
bo viac sleduja jedince, ktoré si vyssie v socidlnej hierarchii. To je sledované



napriklad u skorcov. Tie rozhoduji o svojom smere letu podla vzajomnej topo-
16gii (skor nez podla metrickej vzdialenosti) spravania blizkych 6-7 vtakov ([I]).
Toto cislo sa sice zda malé, ale je dostatotne malé na to, aby umoznilo rychle
rozhodovanie a dostatocne velké, aby zabranilo rozdeleniu skupiny.

Dalej budeme vzdy pismenom N znadit pocet jedincov a d dimenziu priestoru.

1.1.1 Self-Propelling, Friction and Attraction-Repulsion
Model

Uvazujme samostatne sa pohybujice jedince v prostredi s trenim koriguj-
ucich svoj pohyb vzhladom k ostatnym na zaklade nejakého potencidalu. Oznac-
me z;(t) = x; polohu i-tého jedinca v Case t a v; je jeho rychlost. Model takejto
situdcie ([8]) je nasledujici:

dl‘l‘ —

dt - 19

Wi (o= Aol — = 3 ViUl — ) (1.1)
dt - ) i N oy T; % il)s .

kde i = 1,...,N, o,3 > 0 st parametre a U : RY — R je dany potencial
modelujuci kratkodoby odpor a dlhodobu pritazlivost.
Terminy spajané s parametrom « su self-propulsion of invididuals(tj. schop-
nost jedinca uvddzat sa do pohybu), termin spdjany s 5 reprezentuje trenie.
Typicky vyber potencialu U je Morseov potencial, ktory je dany pomocou

U(z) = k(|lz]), k(s) = —CLe a4 CLes/

kde C,, C,. su v poradi sily pritazlivosti a odporu a [,,l, st diiky pritazlivosti a
odporu.

Pravidlo o kombinéacii oboch vplyvov vedie do réznych rezimov. Viac informa-
cii mozno najst v [4].

Najspecifikajsie situdcie v biologickej aplikécii st uréené pre C' = C,./C, > 1
al=1./l, <1 odpovedajice dalekosiahlej pritazlivosti a odporu malého rozsahu.

Treba ale upozornit najmé na dve zakladné pozorované situacie. Prvou je
stabilita, pripad C1¢ > 1. Jednotlivci vtedy tvoria krystalicky podobné vzory.
Pre N dostatocne velké, castice (jedince) hladaji optimalnu vzdialenost a urcuji
od seba pevne dant relativnu vzdialenost. V druhom pripade, tj. CI¢ < 1, mé-
me takzvanu katastrofickt situdciu. V tomto pripade vznikaji rota¢né pohyby
konstantnej rychlosti, ak su spociatku dobre oddelené. Oblast tychto rotujucich
vzorov sa stabilizuje, ak N — oo (viac [4]).

1.1.2 Cucker - Smaleho model

Model navrhnuty v [7] uvazuje len usporiadanie jednotlivcov s prispésobenym
priemerovanim ich relativnej rychlosti so vSetkymi ostatnymi. Hlavna myslienka
modelu je zrejma u sily. Sila takéhoto priemerovaného procesu je zavisla od vza-
jomnej vzdialenosti jedincov. Plati tu fakt, ze blizsi jedinci maja vacsi vplyv na
jedinca nez ti, ¢o su od neho viac vzdialeni.



Model pre N jedincov je popisany nasledujicim dynamickym systémom

d$i
= U,

dt

dUZ‘ 1 N

i = 2 Hl =l =), (12)

kdez=1,...,N a H je komunika¢na funkcia dana nasledovne
K
H(z) = a(lz]), alr)= DL

Nezname K,0 > 0 a f > 0 s parametre. V zavislosti od tychto parametrov
vznikaju tiez rézne rezimy. Poznamenajme si, Ze napriklad v pripade § < 1/2,
rezim nezavisi od N,d a dokonca ani poc¢iatoc¢nej konfiguracie. Tomuto pripadu sa
hovori bezpodmienecny flocking. Jedince sa spravaju tak, ze sa pohybuju rovna-
kou strednou rychlostou a skupinu vnimame ako skupinu s pevnymi vzajomnymi
vzdialenostami (nie nevyhnutne krystalického vzoru) a priestorového profilu, kto-
ry zavisi na pociatocnej podmienke.

1.2 Kinetické modely

Pokial budeme mat velky pocet jedincov nastane ale velky problém. Presné
rieSenie ziskame z velmi velkého systému ODR, a tym padom matematicky dost
vypocetne naro¢ného problému. Vhodné je preto zvolit inu stratégiu - vyuzit
kineticku tedériu plynov, tj. prechodu k makroskopickej verzii modelov.

Uvazujme rozlozenie hustoty jedincov f (density distribution of agents) zavis-
lej na priestorovej pozicii, rychlosti a ¢asu, ktora bude interagovat so stochastic-
kym vplyvom. Predstavit si to moézeme tak, ze vplyv bude priestorovo rozmazany.
Ak budu dvaja jedinci daleko od seba, budu na seba tiez pdsobif. Miesto sprava-
nia jedinca sledujeme spravanie zakédované v rozlozeni hustoty. Takyto vyvoj sa
riadi jedinou PDR (teéria viz [6]).

Ozna¢me f(x,v,t) hustotu jedincov na pozicii # € R? s rychlostou v € R? a
v ¢ase t > 0, d > 1. Z kinetickej tedrie vieme, ze ¢asova zmena hustoty f(x,v,t)
zavisi ako na transporte (jedinci sa pohybuju volne v priestore) tak aj na inte-
rakcidch s ostatnymi jedincami. Zmena tejto hustoty zavisi na rovnovahe medzi
prirastkami a strate rychlosti jedincov v zavislosti na bindrnych interakciach.

1.2.1 Rovnica Bolzmannovho typu

Uvazujme dvoch jedincov s poziciami a rychlostami (z,v) a (y,w), ktory sa
navzajom ovplyviuju. Rychlosti po tejto interakcii ozna¢me nasledovne

*

vt = (v y,w),

wt = C(y,w;z,w),
kde € je vhodné zobrazenie zachycujtce interakciu. Prechodom k mezoskopickému
modelu takejto interakcie pre hustotu f dostaneme nasledujiicu rovnicu, viz [6]:



Rovnica Boltzmannovho typu

(5 0-9.8) (wrt) = QU0 (13)

kde

Q) =< [, [ (s ) Fra) = fa) o)) s

(1.4)
Hodnota ¢ charakterizuje priemernd volni drahu castic.

Pre dvojicu (v,w) ozna¢me symbolmi (v.,w,) ich predinterakéné rychlosti.
Jakobidn transformécie z (v,w) do (v.,w.) pomocou € oznacujeme J(z,v;y,w),
tj. v = C(z,vy,wy), w = €(x,v,;y,w,s). (Predpokladdme, Zze zobrazenie € je
invertovatelné.)

Operator @) poskytuje stochasticky opis interakcii deja medzi kazdou dvojicou
jedincov. Preto je mezoskopické spravanie popisané priemerovanim. Zaujima nas
hlavne interakéné pravidlo pre casticové modely a , tj.

(C1)

C(z,0;y,w) = v +nl(a = Blo[*)v = VU (|z — y|)],
(C2)

&(z,03y,w) = [1 = na(lz —y|)]v +na(lz —y|)w
kde n > 0 znadi silu interakcie.

Vyhntt sa Jakobianu J mézeme uvazovanim slabej formulacie. Vezmeme rov-
nicu ([1.3), prendsobime ju testovaciou funkciou ¢ € C5°(RY x RY) a zintegrujeme
podla premennej v a y. Nasledne pouzitim Greenovej vety dostaneme slabu for-
mulaciu.

Kazdd hustotu f nazveme slabé riesenie problému (|1.3 . s pociatocnou
podmienkou fy(z,v) spliiajicu

aat /Rd /Rd f(zvt)p(zw)dvde + /]Rd /Rd (v-Vaof(zw,it))p(zw)dvde  (1.5)
=c /Rd /Rd /Rd /Rd (p(z,07) = p(2,0)) f(20,0) f(y,w,t)dvdzdwdy

pre t > 0 a kazdi funkciu p € C°(R? x R?) a takej, ze

tllr& /]Rd /Rd o(xw) f(zv,t)dedy = /]Rd /Rd fo(z,w)p(x,v)deduv. (1.6)
Forma je vychodiskova forma na poznavanie evolicie makroskopickych ve-
licin.

Taylorovym rozvojom funkcie ¢(x,0*) v bode (z,0* — v) druhého radu, vy-
uzitim nasich predpokladov (C1), resp. (C2) a za predpokladu n < 1, tj. sila
interakcie je velmi mald takd, Ze en = X je konstanta a en? < 1 (moZno zanedbat
¢leny 2. rddu), obdrzime operator interakcie (aproximécia pravej strany rovnice

(1.5)) tvaru
(Ak plati (C1) )

)\/ ( wp(z,0) {(a — Blv]*)v — VU(|lz — y\)])f(x,v,t)f(y,w,t)dxdvdydw
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alebo

(Ak plati (C2) )

A /RM (vao(x,v) (w — v))a(]x —y|) f(z,w,t) f(y,w,t)dedvdydw.

Prechodom spéf k silnej formulacii uréime tieto dve nelinearne rovnice:
Self-Propelling, Friction and Attraction-Repulsion Kinetic Model

0 V=AU %) Vef = B (= ShPen)] (D)

kde
plat) = /Rd f(z,w,t)dv (1.8)

a * je x-konvolucia.
Cucker-Smaleho kineticky model flockingu

R A Y (1.9

kde

EN@od) = [(H@VIW @) f] = [ (ﬁli(rx_—?\z)ﬁ

[ (y,w,t)dydw,

W (o) = glof?, H(x) = alla)

a * je (z,v)-konvolucia.

1.3 Hydrodynamické modely

Hlavnou nevyhodou kinetickych modelov je to, Ze st casovo naro¢né pre viac
ako 4 dimenzie (dve pre poziciu, dve pre rychlost). Problém dimezionality zre-
dukujeme na problém makroskopickych limit takych, ze numerické simulécie sa
stanu lepsie riesitelné.

Podobne ako v kinetickej tedrii sa budeme snazif ziskat rovnice kontinuity
pocitanim evoltcie makroskopickych veli¢in vychadzajic z (1.7)), resp. (L.9).

Makroskopické veli¢iny st momenty rychlosti z f(x,v,t).Rychlostné pole u(x,t)
so zlozkami w;,i = 1,...,d a teplota T'(z,t) su definované pre jednoatémovy plyn
ako

pu:/ vf(z,w,t)dv
R3

3pT :/ |v — ul?fdv.
R3
Integrovanim (|1.7]), resp. (1.9) podla premennej v obdrzime rovnicu kontinuity

9 . B
i div(pu) = 0.

Za predpokladu, Ze rozdelenie rychlosti je monokinetické, a teda f(x,v,t) =
p(z,t)d(v —u(z,t)) a teplota T(x,t) = 0, zintegrovanim (1.7)-(1.9) podla v dosta-
neme druhy moment distribuc¢nej funkcie. Obdrzime nasledujice hydrodynamické
systémy:



Hydrodymicky model - Self-Propelling, Friction and Attraction-
Repulsion

g’j%—div(pu) = 0,

Opu; , B 9 ou
g T divlpuw) = pla—Bluf)u —p <ax,» * p) :

Cucker-Smaleho hydrodynamicky model flockingu

dp | ..
E—l—dlv(pu) = 0,

8;15“ + div(puu,;) = /Rd H(x —y)p(x,t)ply,t) [ui(y,t) — ui(z,t)]dy.

1.4 Flocking pomocou Povzner-Boltzmannovej
rovnice

V nasledujticej Casti je zhrnuty ¢lanok [12]. Pri jeho doslednom $tudovani sme
nasli chyby, ktoré sme nasledne aj opravili. Tieto opravy boli konzultované a
uznané autormi tohto ¢lanku.

K odvodeniu hladanych rovnic vyuzijeme délezity vysledok z prace [17]. Jej
autormi su Lachowicz a Pulvirenti, ktori dokézali zaujimavé spojenie medzi riese-
nim Eulerovych rovnic pre stlacitelné pridenie s rieSenim rovnice popisujice;j
dynamiku systému castic podstupujucich elastické kolizie pri stochastickej vzdia-
lenosti.

1.4.1 Povznerova rovnica

Uvazujme hustotu, rychlost a teplotu p(x,t), u(z,t) a T(x,t), ktoré tvoria hlad-
ké riesenie Eulerovych rovnic (do nejakého ¢asu ¢y, kym nevznikne nespojitost)
a skonstruujme Maxwellianova funkciu M, ktorej priemerna hustota, rychlost a
teplota st dané ako p,u a T

p(zt) v —u(zt)]?
M(zwit) = W exp <_2T(5L’»t)> (1.10)

Dalej nech mame dany systém N ¢astic nachadzajicich sa v bodoch z1,2s, ... ,zN
v oblasti R3, ktoré sa pohybujt volne az kym nejaky par nepodlahne elastickej
kolizii, tj.

vi = v — ((vi — ;) - ngg)nag, (1.11)
W = v (v ) - gy, (1.12)

kde S
Nij = (7 — ] (1.13)

Vstupujice rychlosti pred koliziou st v;,v; také, ze (v; —v;)-n;; < 0 a vystupujice
v;,v;. Kazdd bindrna kolizia podlieha stochastickému zédkonu. Casy kolizie pre



kazdy par ¢ a j castic si nezavislé Poissonové procesy s intenzitou danou ako
o(xi,25,0;,05)|(v; — vj) - ny;| a ¢ danou ako

3
@(%Jjﬂh‘,vj) = mx(m - xj’ < 5)X(|Ui - Uj| < 9)7 (1'14>

kde e charakterizuje priemerni volnui drahu castic a x (1) je charateristicka funkcia
podmnoziny .

Vyvoj systému Castic je popisany pomocou N-casticovych distribu¢nych funk-
cif fN(xy,01,...,2N8,0N,t) uddvajtcich hustotu pravdepodobnosti najdenia N ¢as-
tic v bodoch z1,xs, ... ,xx s rychlostami vy,vs, ... o5 v ¢ase t > 0.

Nech s-casticovych distribu¢nych funkcii je definovanych pomocou marginélii

V(w01 .. m60s) = /fN(ml,vl, TN UN) AT s 1 dUs 1y .. dayduy.

Potom podla niektorych hypotéz na regularitu rieSenia Eulerovov systém na
¢asovom intervale [0,ty], dokdzané [17], pre kazdé o > 0 existuju eo(0), do(0,),
0o(0,e,0) a No(0,e,6,0) také, Ze vo vhodnej norme pre kazdé € < g, 0 < dg, 0 > Oy
a N > Ny plati

sup M — fM| <o,
te[0,to]
kde fV'! je 1-¢asticova marginalia odpovedajica N-casticovej distribuénej funkeii
fN¥(z1,01,. .., xn,0N,t) s podiatoénymi podmienkami

Y (1,01, xs st = 0) = [ M(0;25,05).
j=1

Analyza z [I7] ukazuje, ze pre N — o0 spliia 1-asticovd marginalia f¥! = f
(elastick) Povznerovi rovnicu [19]. Rovnice Povznerovho typu su zaloZené na
integracii kolizie v Boltzmannovej rovnici .

Modifikovany Povznerov operator kolizie je nasledovny

Qpr(f.f)(@v) (1.15)
= [ [ Ba—yo = w)(fre) fly) - @) fyw)dudy,
kde B je jadro kolizie, pokial (v,,w,) su predkolizne rychlosti, tzn. inverznej ko-

lizie, ktord generuje par (v,w). Vztah medzi paru (v,w) a pokoliznych rychlosti
(v*,w*) je vyjadreny vztahom

vto= (I=Az—y)v+ Al —yw,
w' = Alx—y)v+ (I—A(z —y))w,

kde A(-) je matica 3 x 3 a I je identickd matica. V Povznerovej rovnici je matica
takd, Ze hybnost a energia si zachované v kolizii. Zo zachovania energie (v*)? +
(w*)? = v? + w? ziskame

2(A —DA(v —w) =0, Yowe€R?

alebo
A =A%
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Zvolme maticu A hodnosti 1, vyjadreni pomocou norméalového vektoru n =

n(x —y) = g ako

Alz —y)=n-n'.

Potom A spliia A = A? a plati
v'=v—(v—w) n(x—y)n(z—y), (1.16)
w' =w+ (v—w) - -n(x—y)n(z—y). (1.17)

V préci [I7] bolo dokdzané, Zze v pritomnosti stochastického zakona pre bi-
narne interakcie, ak s ¢astice na pociatku identicky a nezavislo rozdelené podla
distribucénej hustoty F' = F(z,v), tak neskor si identicky a nezavisle rozdele-
né v zavislosti na rieseni kinetickej rovnice ([1.3)) s koliznym integralom danym
Povznerovym operatorom (|1.15)) s pociatocnou hodnotou fy = F' a funkciou

B(z —yv—w) (lz =yl < O)x(jv —w[ <O)(v —w)-n|,  (1.18)

~ 953"
kde § a € st pozitivne konstanty a y(FE) oznacuje charakteristickii funkciu na
mnoZine £ C R3.

1.4.2 Disipativna korekcia

Cucker a Smale v praci [7] navrhli model pre popis populdcie N jedincov,
ktorych interakcia zavisi na ich relativnej pozicii. Vytvaraju jednotlivé profily
s casom, ako kifdle vtakov, v ktorych vSetky vtaky lietaji s rovnakou rychlostou
blizko pri sebe. V [7] hlavna hypotéza ktord odévodinuje dlhodobé spravanie po-
pulacie je, ze kazdy vtak prisposobuje rychlost pridanim vazeného priemerného
rozdielu jeho rychlosti s ostatnymi. To znamena, Ze pre dand populéaciu £ vtakov
plati pre ¢-tého vtaka

1 k
U: —V; = E E CLij(Uj — 'U,L'>, (119)
j=1

kde véhy a;; > 0 kvalifikuju ako sa vtaky navzajom ovplyviiuju. V tomto istom
clanku sa predpoklada, ze tento vplyv je funkcia zavisla na vzdialenosti medzi

vtakmi a dané ako
K

O+ Toi = 2,P)°

Clij =

pre nejaké pevné KA > 0a > 0.

Rovnicu mozno preformulovat i inak (podla ) Predpokladajme
pre jednoduchost, ze mame populaciu zahrnujicu len dva vtaky, ¢ a 5. Potom ich
rychlosti st modifikované vztahom do tvaru

(Y = (]. - CLij)UZ' + @505, (120)

= QY -+ (1 — aij)vj- (121)

*
7
*
Uj

Hybnost sa zachovava po interakcii tak, aby

* *
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ale energia sa zvysuje alebo znizuje v zavislosti na hodnote a;;

)2 )2
()" + (0))° = 0} + 07 — 2a;5(1 — ay)(v; — v;)*.

Ak a;; < 1, energia je disipativna. V tomto pripade relativne rychlosti sa
znizuju pokial

vf —vj| = |1 = 2a4[vi — v;] < |vi — vy

a rychlosti dvoch vtédkov sa priklana k strednej rychlosti (v; + v;)/2.

Vo vSeobecnom pripade populacie k vtakov, bindrny zakon ((1.20) uvazovany
spolu s predpokladom, zZe i-ty vtak upravuje svoju rychlost, dava rovnaké vahy
vsetkym ostatnym rychlostiam. V dosledku toho

1 k
v; E Z aw)vz + a;vj,
Jj=1

¢o je ina cesta k interpretacii vztahu . Teda vztah mozno ziskat
uvazovanim len binarnych interakcii.

Uvazujme Specidlnu volbu a;; v binarnej interakcii dvoch jedincov (z,v) a
(y,w) takej, ze a;; zavisi na |z — y|. Konkrétne, a;; je dané pomocou koeficientu
interakcie 0 < e(|z — y|) < 1, ktory stvisi so zlozkami rychlosti jedincov pred a
po interakcii. Predpokladajme, 7Ze prispevok interakénych rychlosti (v*,w*) je

*—w*'x_y:—e T — v—w'x_y.
0 =) = = e =y =) =2

Pomocou tohto vztahu a predpokladu platnosti zakonu hybnosti, ndjdeme zmenu
rychlosti interagujucich jedincov ako

v* :v—;(1+e)((v—w) -n)n, (1.22)
w* :w—i—;(l—i-e)((v—w) -n)n, (1.23)

kde n = n(x y) = g V pripade (konzervativnej) interakcie Povznerovho typu

spliia 1 ) mame e = 1. V tomto pripade par (v*,w*) zachovava energiu

paru (v',w')

, 1
v :v—i((v—w)~n)n,

w’—w+;((v—w) ‘n)n.

Pre disipativne interakciu e klesa s rasticim stupnom disipacie. Zvolme

e(le —yl) =1 —2ya(lz —yl), (1.24)

kde a(|z — y|) je dané ako

W= = 5 =

12



1.4.3 Model Boltzmannovho typu pre disipativne inter-
akcie

Pokial uvazujeme pravidlo (|1.22)), jednocasticova distribu¢né funkcia f(z,v,t),
uvazovand v praci [I7], v pritomnosti velkého poctu jedincov (N — oo) splna
rovnicu Povznerovho typu pre disipativne interakcie

of
ot
kde Qp je teraz disipativny kolizny operdtor, ktory popisuje zmenu vo funkecii hus-

toty pomocou vytvorenia a znizenia rychlosti jedincov v binarnych interakciach.
Plati

+0-Vof = Qp(f.f)(wv.0), (1.25)

Qp(f.f)(@.1)
=2 [, [ Bl = (K = s ) o) = ) fla) sy
Hodnoty (v.,w,) st predinterakéné rychlosti. Faktor I' je

L(lz —yl) = e(le —y)) ™

Funkcia B(7) reprezentuje funkciu miery kolizie, ktord udava pravdepobodnost,
ze kolizia medzi jedincami sa deje vo vzdialenosti 7.

Teraz budeme postupovat podobne ako v kapitole , kde sme uvazovali
slabu formulaciu. Opét uvazujme hladku testovaciu funkciu ¢ (v) a pre jednodu-
chost sa zaoberajme len pravou stranou rovnice ([1.25)). Plati

W.Qp(f.D @) = [ @Qp(f.) (@ 0)do
= i/Rg /R3 /Rg B(lz — y|) @ (v") — ¥(v) f(z0) f (y,w)dvdwdy. (1.26)

Nech (v',w’) st pointerakéné rychlosti v Povznerovej elastickej interakeii s
(v,w). Ozna¢me ako ¢ relativnu rychlost, ¢ = v — w. Potom

v = v—{(q¢-n)n
w = w+(¢-n)n,
kde je n =n(x —y) = oy Obdrzime

1
vt =0+ 5(1 —e)(q-n)n,
1
w*=w — 5(1 —e)(q-n)n.
Ak predpokladame, 7Ze e spliia vztah (1.24)), potom

vt = v =a(lz = y|)(g - n)n.

Uvazujme Taylorov rozvoj funkcie ¢ (v*) v bode v'. Dostaneme

$") = 6(0") + alle — y) VW) - (g (1.27)
#y e o) S G +
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Ak interakcie su skoro elastické, v < 1, zaokrihlime rozvoj (|1.27)) po ¢len prvého
radu. Dosadenim ([1.27)) do (1.26]) mame

wet.) ~1 [, [ [, B = (50 - vto

V) - alle — (g - n)n) F(a0) (g} dodudy

= (¢,Qp) + Y. F(f.f))- (1.28)

Operator Qp je operator Povznerovej kolizie, pokial v’ reprezentuje pointeraként
rychlost pri elastickej interakcii.
Definujme

b(lz —yl) = B(lz — y)a(lz — yl).
Operator F je operator disipativnej interakcie tvaru
F(fF) (@ w.t)
1
= —div, (/ / n(q-n)b(jx — y|)f(x,v',t)f(y,w',t)dwdy) . (1.29)
I R3 JR3

Prechodom k silnej formulécii s aproximaciou (|1.28)) ziskame tato disipativnu
Povznerovi rovnicu

(aa{ tu- vxf) (Z’,’U,t) = QP(f,f)($,'U,t) + ’Yf(f,f)(ﬂf,’l),t),

kde Qp je klasicky elasticky Povznerov kolizny operator a F je operator disi-
pativneho nelinedrného trenia, ktory je zalozeny na elastickej interakcii medzi
jedincami.

1.4.4 Vlastnosti nelinearneho operatoru trenia

V tejto casti popiSeme niektoré dolezité vlastnosti nelinedrneho operatoru
trenia F definovaného v (1.28]). Ak zvolime ¢ = 1, dostaneme

(LF(f.) =0 (1.30)
Volbou ¢ = v; a vyuzitim toho, ze Vi(v') - n = n;, obdrzime
@F(D) = 2 [ bl = sl uled) = ulpt)) - mplepluddy. (131)

Vo vztahu (1.31)) oznac¢uju funkcie p(z,t) a u(z,t) lokdlnu hustotu a celkovi rijch-
lost. Plati pre ne

p(x,t) = /]RS f(zwt)dv, u(zt) = /]RS vf(xvt)dv. (1.32)

p(xt)
Volbou 1) = v? a pouZitim v’ - n = w - n, dostaneme
1
W2F () = < [ b= yDpladplydn - ulztn - ulybdy
1 2
=~ [, L be gDl nPfyaddedy.  (133)
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Na rozdiel od rovnice ((1.31]) ktort mozno vyjadrit pomocou makroskopickych
veli¢in, u rovnice (1.33) to vo vseobecnom pripade nejde. Je to mozné ale v
pripade, pokial je hustota f(z,v,t) izotropickd v rychlosti, tj. f(z,v,t) = f(z,|v],t).
Potom

1
[l nl fewtydo = 5 [ o feot)do
R3 3 Jrs

L, W f oty = pledlu( ] + 2p( dele.)
R
kde e(z,t) je vnitornd energia odpovedajica jednotke hmotnosti dand ako
(00) = ST ) = s [ o= ()Pt
e(x,t) = =T(xt) = v—u(r x,v,t)dv.
) 2 ) 2p(l’7t) R3 ) Y

Zmenou premennych v <+ w a v rovnakom case aj r <> y mame v’ < w/',
n <+ —n. Preto

L2 F () <0,

tj. nelinedrny operator trenia je globdlne disipativny. Pokial Maxwellian M =
M(z,v,t) definovany v (1.10)) je izotropickd funkcia v rychlosti, obdrzime

(v? /2, F(M,M)) (1.34)
1

=2 [ Wle = gty [ uwom - ulyt) - (5l + i) | dy

1.5 FEulerové rovnice

Podla vysledku z prace [17] vieme, Ze rieSenie ([1.3) je dobre aproximované
pomocou Maxwellianovej funkcie M, ktorej momenty splnaju Eulerov systém.
Substiticiou tejto Maxwellianovej funkcie do ([1.4), méze byt vypocitand prava

strana presne pouzitim (1.31)) a (1.34)).

Uvazujme slabt formuléciu disipativnej Boltzmann- Povznerovej rovnice

(05 091} = (0. Qnlpet) + 2R ) ).

Testujme 1,0,0%/2 a vyuzime vztahy (1.30), (1.31)) a (1.34). Polozme f = M a
predpokladdme, Ze 2 — A. Obdrzime nasledujtice Eulerove rovnice

Model flockingu popisany stla¢itelnymi Eulerovymi rovnicami s ko-
rekciou pravej strany
Model flockingu popisany Eulerovymi rovnicami s korekciou pravej strany je sys-
tém rovnic

9 + div(pu) = 0,

ot
8(5':1) + div(puu; + pTe;) = AMA;(pu), 1 =1,2,3,

0 3 |u? , lul* 5 B
5 (p <2T + 2)) + div (pu (2 -+ §T = \B(p,u,T),
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kde e; je i-ta zlozka jednotkového vektoru e. Veli¢iny p(z,t), u(z,t) a T'(z,t) ozna-
cuju po rade hustotu, celkovi rychlost a teplotu.
Funkcie A; a B st dané vztahmi

Apa)(ad) = [ mblla = yl)(ue.t) = u(y.)) - nple.p(yt)dy.

B(pu,T)(x,t)
= [ e = sotototn) |- aten- v~ (M55 1 700 )| a

kde
r—y

=yl

n=n(z~y)

Funkcia b(|z]) je tvaru
K

b(|z]) = O+ [2)pr (1.35)

kde K > 0, A > 0, 8 > 0 st dané konstanty.

1.5.1 Jednorozmerny model

Vzhladom k naroc¢nosti problému numericky riesime len jednorozmerny model.
Otézna je spravna formulacia. Roznymi tvahmi sme dospeli k roznym volbam
posledného ¢lenu B. Zavadzame preto funkciu vary, k = 1,2 a to nasledovne:

Ak k= 1:

vary(y,t) = 2E(y,t) = p(y,t) <3T(y,t) + uQ(y,t)) (1.36)
Ak k= 2:
vary(yt) = 2Eéy,t) - 2p(y,t)3u2(y,t) = p(y,t) (T(y,t) + u2(y,t)>. (1.37)

Autori ¢lanku ndm vysvetlili, Ze spravna varianta podla ich odvodenia je druhéd
varianta, tj. vary(y,t). Zaujimavé je vsak sledovat riesenie pre oba pripady. Preto v
numerickej ¢asti budeme uvadzat aj riesenia, ktoré sme obdrzali pre prvi variantu
(nie vSak tak dopodrobna ako pre funkciu vars).
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2. Nespojita Galerkinova metdda

V prvej kapitole sme odvodili rovnice popisujuce flocking. Rovnice maju tvar
odpovedajici popisu nevazkych tekutin, tzv. Eulerovych rovnic, avSak s nenulo-
vou pravou stranou. Fulerové rovnice si vdaka homogenite vektorovych funkcii
a hyperbolicite prepisatelné do tvaru hyperbolickej kvazilinearnej parcialnej dife-
rencialnej rovnice prvého radu. Tie st zlozité na numerické riesenie, pretoze ich
riesenie je typicky nespojité.

Nespojita Galerkinova metdoda je velmi vyhodna na numerické riesenie problé-
mov, v ktorych st o¢akavané nespojitosti. Vychadza z metédy konecnych objemov
a metddy konecnych prvkov.

Metoda konec¢nych objemov bola odvodend pre hyperbolické problémy. Jej
hlavna nevyhoda je, ze nedosahuje vysokého radu presnosti bez komplikovanych
rekonstrukénych procedir. Aproximuje sa len po ¢astiach konstatnymi funkciami.
Tiato nevyhodu moézeme odstranit jej kombinaciou s metédou konecnych prvkov,
ktorou mozeme dosiahnit vyssieho rddu presnosti.

V tejto kapitole pomocou nespojitej Galerkinovej metédy diskretizujeme rov-
nice popisujuce flocking, ktoré sme odvodili v predchadzajicej kapitole. Ich tvar
v 1D je nasledovny

dp . _
% +div(pu) = 0, (2.1)
d( pu
(gt ) + div (pu2 —H?) = AM(p,u), (2.2)
88? + div (u (E + p)) = AB(p,u,T), (2:3)

kde je p hustota, u rychlost a T teplota. Funkcie z pravej strany A a B su dané
vztahmi

Alpaat) = [ 802 =) (w60) = uls) et

Blpan (o) = [ 0z = ot ool hu(st) - var ) )
kde funkcia vary dand jednym zo vztahov (1.36) alebo (1.37)). Energia E a tlak p

spliiaju
3 u?
E = p<2T + 2),

p = pl.

2.1 Systém Eulerovych rovnic

Nech Q C RY, d € {1,2,3}, je ohrani¢end oblast s Lipschitzovsky spojitou hra-
nicou a 7" > 0. Systém Eulerovych rovnic vychadzajuci zo zdkonov zachovania,
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popisujuci priadenie stlacitelného neviskozného idealneho plynu ma tvar

) ¢ 0f,
Ly J;g’) —0 vOr=Qx(0.7), (2.4)

s=1

kde

w = (p.pvy,... . pvg,E) € R
fs(w) = (fa(w),... 7fs(d+2) (w))T
= (pug,pU10, + 014D, pULVs + Do, - . . ,pUUs + Oasp,(E 4 p)vg) T
Jednotlivé nezname su:
p(z,t) hustota, p(z,t) tlak, v(x,t) = (vi(x,t), ... va(x,t))T vektor rychlosti a E(z,t)
celkova energia.
Celkovo mame d + 3 neznamych o d 4 2 rovnic. Systém dourcime stavovou

rovnicou ‘ ’2
plv
p=(-1) (E - ) ,

2

kde v = ¢,/cy > 1 je Poissonova adiabaticka konstanta.

Funkcie f,, s = 1,...,d nazyvame neviskézné Eulerové toky. Plati f, €
CY(D)¥2 kde D C R*? je otvorend mnozina vektorov w = (wy,ws, ... ,waiz)"
taka, ze odpovedajica hustota a tlak si kladné:

T

d+1 2

p W;

D= = —_— E L
{w (pvpvlv >pvd77 1 + ps 2’(1)1)

eERM™:p>0,p > O}.

Kvoli ¢asovej zavislosti a ohrani¢enosti 2 v (2.4) je nutné predpisat pociatoéni
a okrajovi podmienku

w(z,0) = w'(z), v €Q,
B(w) = 0, vo2x(0,1),

kde w® : © — R je dand funkcia a B je dany operator. Co sa tyka okrajovych
podmienok, nebudeme zachadzat do podrobnosti, pretoze v modely flockingu
budeme uvazovat najjednoduchsie periodické okrajové podmienky.

2.2 Niektoré dolezité vlastnosti Eulerovych rov-
nic
Predpokladajme, Ze w € (C1(Qr))4*2. Potom je systém ([2.4)) prepisatelny na
kvazilinearnu parcialnu diferencialnu rovnicu prvého radu v tvare

ow
ors

o d
Ao(w)—w + > As(w) 0,
o =
kde Ay, s =1,....,d je Jakobiho matica typu (d + 2) x (d + 2) zobrazenia f; st
definované pre kazdé w € D
_ Dfs(w)

Ag(w) = Do s=1,....d
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a Ag(w) =1 je jednotkova matica typu (d + 2) x (d + 2).

Eulerové rovnice spliiaju tri dolezité vlastnosti

e homogenita vektorovych funkeii,

e hyperbolicita,

» rotacnd invariantnost v d = 3.

Prva vlastnost sa da formalne vyjadrit ako

fslaw) = afs(w), a e R, a#0, s=1,....d.
Z tejto vlastnosti mozno dostat aj iny dolezity vztah
fs(w) = Ag(w)w, s=1,....d.

Nech je n = (ny,ns, ... ng)T € R% vektor spliiajici [n| = 1. Potom definujeme

d

Pw,n): = ZlAs(w)ns,
P(wmn): = Zlfs(w)ns.

Druh4 vlastnost Eulerovych rovnic (hyperbolicita) hovori, ze pre takéto n je ma-
tica P(w,n) diagonalizovatelnd s realnymi vlastnymi ¢islami, tj. existuje matica
T(w,n) € RH2442 3 (\,... \g) € RY také, 7e

P(w,n) = TDT !, D(w,n) = diag(\y, ... ,Aara)-

a vlastné cisla sa

M=uU—a, \g="---=Ag41 = U, A\g1o =u+a,

_ [P
a=,/—.
P

V jednej dimenzii m& Jakobiho matica tvar

kde a je rychlost zvuku spliiajica

0 1 0
Alw) = 2”77‘9’“2 L B =1
R B e e S L

1 1 1
T(w): uUu—a U U+ a
u2 (12 u2 u2 CL2
7+7f—ua 5 7+ﬁ+ua



Odpovedajuce vlastné vektory v jednej dimenzii k vlastnym ¢éislam Aj, A9, A3 st
stlpce matice T

u? a? T
p— 1 —_—  — p—
71 (,u a,2 +7_1 ua> ,
w?\"
ro = <17u72 )
w?  u? a? T
= 1 — 4+ — .
r3 <,u+a,2+2+7_1+ua>

Rotac¢na invariantnost hovori, Ze afinnou transforméaciou kartézskych stradnic
sa Fulerové rovnice formalne nezmenia.
Blizsie informécie a odvodenie tychto vlastnosti mozno najst v [11, 14, 23].

2.2.1 Flocking v tvare Eulerovych rovnic v 1D
Systém rovnic (2.1))-(2.3) mozno zapisat nasledovne

W W) ) v@r=0x (), (25
w(z,0) = w(z), z€Q, (2.6)
B(w) = 0, vaQx(0.1), (2.7)

kde Tava strana v rovnici (2.5) mda tvar Eulerovych rovnic a pravd strana je
g(w)(z,t) = XN0,4,B)T. Tlak a energia spliaju

p = pT,

uw?> 3

Poissonova adiabatickd konstanta je v tomto pripade v = 5/3 (hodnota pre jed-
noatémovy plyn).

2.3 Diskretizacia problému

Teraz popiseme diskretizaciu Eulerovych rovnic nespojitou Galerkinovou me-
tédou pre d € {1,2,3}. Nech Ty, je triangulacia uzaveru oblasti €2 na koneény pocet
elementov K s navzajom disjunktnymi vnutrajskami. Plati

Pre element K budeme oznacovat jeho hranicu ako 0K a jeho mieru |K|
(plocha v 2D, objem v 3D). Dalej budeme oznacovat hx = diam(K) a h =

max hi. O dvoch elementoch K,K’' € 75 budeme hovorit ako o susedoch, ak
E€/n

|OK NOK’| > 0 (v tomto pripade | - | znaci (d — 1)-dimenziondlnu mieru).

V R3 budeme stenou (resp. uzlom v R alebo hranou v R?) I' C K nazyvat
maximalnu suvisli otvorenti podmnozinu mnoziny 0K NOK’, kde K’ je sused K
alebo 0K N 0€). Steny rozdelime na dve mnoziny

Fl = TeF;T cQ},
FP = {T € FuT Con}.
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Prva mnozina reprezentuje mnozinu vsetkych vnutornych stien a druhd predsta-
vuje steny leziace na hranici vypocetnej oblasti. Ich zjednotenie budeme znacit
Fh.

Pre kazdi stenu definujeme normdlu nr a to tak, Ze pre I' € F} je jej orientacia
Tubovoln4, ale pevna, a pre I' € F m4 rovnaki orientaciu ako vonkajSia norméala
k hranici 0€2.

Pre kazda stenu I' € F} existuji dva elementy KlgL) ,KﬁR) e Ty, také, ze
I' C KﬁL) N KﬁR). Budeme predpokladat, ze nr je vonkajsia normala ,lavého*
elementu Kl(ﬂL) a vnutorna normala ,praveho” elementu K (R),

Nad touto trianguldciou definujeme tzv. broken Sobolev space

H*(Q,T,) = {v € L*(Q);v|x € H*(K) VK € T}

SO seminormou

1/2
|U|H’“(QT;L (Z|U|Hk ) )

KeTy,

kde H*(K) je $tandardny Sobolevov priestor.
Pre v € HY(,T;,) a T € F/ definujeme

U|(FL) = stopa U|KI£L) na I,

v|(FR) = stopa U|K1£R) na I,

(V)r = ;(UI(FL) + 0|, priemer stop v na T,
v = v|(FL) | , skok stép v na I'.

PreT € F2, KM € T, av e H(O,T,)
ol = (e — B D) _ r
vp = |p = (V)r = v[p” =v|p” = stopa 'U|K§‘L) na I,

Pokial vo vyraz typu [-]r, (-)r vyskytne v integraloch, pre jednoduchost vyneché-
me index I" a budeme pisat napriklad [ fz[ |[¢]dS.
Definujme priestor nespojitych po Castiach polynomialnych funkcii

={v e L*(Q);v|x € PP(K) VK € T},

kde PP(K) je priestor vSetkych polynémov na K stupia najviac p. Aproximujice
rieSenie budeme hladat v tomto priestore.

Teraz odvodime vhodnu slabi formulaciu Eulerovych rovnic v zmysle pries-
toru [H'(Q,T;)]42.

Nech w je klasické rieSenie problému (2.5)). Skalarnym prendsobenim rovnice
([2.5) Tubovolnou funkciou ¢ € [H (£, 771)](”2, zintegrovanim cez element K € Ty,
a pouzitim Greenovej vety dostaneme

/K%:.<pda:+/asz:1fs( - dS — /Zfs (pda:—/Kg(w)-gde,

21



kde nX je vonkajsia jednotkova normdla na OK. Séitanim cez vSetky elementy
K e 771 a preusporiadanim hrani¢nych ¢lenov obdrzime

W et [ pwpn, - [elds - Y [ Zfs ) 22r = [ gu) oo

Fh s=1 KeTy
(2.8)

Podobne ako v metéde konecnych objemov aproximujeme fyzikalny tok
S, f(w)n, numerickym tokom H(w® w™ n)

/FZfs(w)ns - [pldS ~ /FH(w@),w(R),n)mds,

Volbu numerického toku a jeho vlastnosti popiseme neskor.
Oznac¢me

agod

)= 3 [Hw® dS—Z/ZfS

Ter, KeTy,

a pravu stranu
In(w,p) = —/Qg(w)~sodx.
Definicia 2.3.1. Hovorime, Ze wj, je DGM rieSenie problému (2.5)-(2.7)), ak

® Wy € Cl([O,T}, Shp),

d
o %(wh(t)ﬁph) + by (Wi (1) 0n) + In(wn,on) = 0, Yo € Spy, VE € (0,1),

o wy,(0) = wj,

kde w) je Sy, aproximdcia pociatocnej podmienky w®.

2.3.1 Numerické toky

V predchédzajtcej casti sme aproximovali fyzikalny tok numerickym tokom
podobne ako v metdde konecénych objemov.
Predpokladame, ze numericky tok H ma nasledujice vlastnosti:

o H(u,vu,n) je definovany a spojity na D x D x By, kde D je defini¢ny obor
tokov f, a By = {n € R%|n| = 1}.

e H je konzistentny
H(u,u,n) = P(u,n) =Y fs(w)ns.
e H je konzervativny
H(u,,n)=—H(vu,—n), uw € Dn € By.

Numerické toky spiﬁajﬁce tieto vlastnosti su napr. Lax-Friedrichs, Godunov,
Roe, Osher-Solomon, atd. My budeme pouzivat Vijayasundaramov numericky
tok, ktory sa velmi dobre osvedcil v kontextu nespojitej Galerkinovej metddy pre
velkt skalu komplikovanych tloh pre Eulerové rovnice, viz. [10].
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2.3.2 Vijayasundaramov numericky tok Hyg

Vieme, ze zakladna vlastnost systému Eulerovych rovnic je hyperbolicita. To
znamend, ze matica P(w,n) je diagonalizovatelnd s redlnymi vlastnymi ¢islami a
preto existuji matice T(w,n) € R2442 a D(w,n) = diag(\y, . . . ,Aar2) spliajice

P(w,n) = TDT*,
kde Aq,...,\g € R st vlastné ¢isla matice P(w,n). Plati

P(w,;n) = PH(wn)+ P (w,n),
P*(w,n) = TDFT ', DF = diag(Af, ..., ... Agpa)-

Vijayasundaramov numericky tok definujeme ako

HVS<wL7wR7n> — ]P’Jr (U)L—;_U)R’n> wy, + P (U}[’—gu}R’n) Wg,

kde AT = max {0,A}, A~ = min {0,\}.

2.4 Casova diskretizacia

Pre casovu diskretizéciu naseho problému pouzijeme ako zédklad semi-implicit-
ni Eulerovit metédu z [10]. Vdaka tejto diskretizacii obdrzime len jednu sistavu
linedrnych rovnic na 1 ¢asovej vrstve. Diskretizacia tohto typu ma to velmi dobré
vlastnosti stability.

Nech B = {z,}7_, je baza v priestore Sy,, n = dim Sh,. Hladdme priblizné
riesenie wy, € Spy tvaru

wn(t) = z all) 7o

Vdaka linearite v ([2.8)) v premennej ¢, mozno ako testovacie funkcie pouzit prave

bazové funkcie z, € B, = 1, ... ,n. Dostaneme tym systém obycajnych diferen-
cidlnych rovnic pre neznamé &,(t), a = 1,... n.
Uvazujme Casové delenie intervalu [0,7] , 0 =ty < t; < ta < .... Ozna¢me

T = tga1 — tx. Pouzijeme Eulerovi doprednt diskretizéciu, tj.

Own(tr) witt — wk

~

ot Tk ’

kde wh = wy,(ty).
Nasa tloha teraz je najst wi“ také, ze

° w,’f“ € Shp,

k+1 k
(wh — Wy,

T ,g0h> + Bh(wili+l>w}’§>@h) + Zh(w}k;—i_lasoh) =0,
k

VgOhEShp,k?:O,l,...,
0

e wj € Sy, je aproximacia w?,
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kde bh( M1 wk ) dostaneme linearizaciou formy b, pomocou homogenity vek-
torovych funkcii Eulerovych rovnic a to nasledovne. Polozme

0
- > / ZA (wi)wy Tt (,;ihdm

KeTy,

= 3 [ (B byene) (b)) + e (wh),”) - fonlas

I'erF,
Formu bh(wh,wfbﬂ,gph) definujeme ako sucet o a o, tj.
b (wk Wkt o) = 01 + 05, (2.9)

Forma by, je v prvej premennej nelinearna, ti berieme explicitne a v druhej
premennej linearna, t berieme implicitne.
Semi-implicitnd schéma je

Definicia 2.4.1. Pre kazdé¢ k = 0,1,... a ¢, € Sy, hladdme w,’i“ také, ze

o witt €Sy,

o (w k+1a90h)+7—kbh<whawh 790h)+7—klh<wh7wh 790h) (wh#)h)
o wj € Sy

Funkcia w) je Sy, aproximécia pociatoénej podmienky w®.

Volbu formy 1, popiSeme v nasledujicej podkapitole. Teraz je dolezité upo-
zornif, ze tato diskretizacia odpoveda n linedrnym rovniciam

(M + 7 B) £ = Mg?, (2.10)
C

kde &8 = (£1,&, ... ,EF) a €8 je aproximAcia &, ().

Volime bazové funkcie s nosicom na jednom elemente K. Dvojity integral v
1, sa zredukuje z Jz Jr - dydz na [ [ - dydx. Za predpokladu nulovosti formy i
je matica C riedka. Riedkd matica pre velké systémy linedrnych rovnic mozeme
numericky riesif napr. pomocou softvérového balika UMFPACK. Tuto riedkost
potrebujeme zachovat a zohladnit pri volbe formy Iy.

Matica Ml = (m;;);;—, je symetrickd, pozitivne definitna blokovo diagonalna
matica tuhosti s prvkami

mij = /QZZZJ

Matica B reprezentuje formy b, a l,. Pokial je M reguldrna, ofakévame, Ze pre
malé 75, je matica C tiez regularna. Pre dostatocne malé 73, je matica C blizka
blokovo diagondalnej matici s dvoma blokmi v prvom hornom a lavom dolnom

rohu (Obr[2.1)).

24



ok ok ok
* >k sk 3k
ko ok ok ok ok
kK ok Kk ok
sk ok kK ok ok
sk ok sk ok K 3k
sk K K sk ok
* %k %k sk ok %
ko K ok
k% ok k koK
* ok * % sk sk
* % * ok ok

Obréazek 2.1: Tvar matice ststavy ([2.10)).

2.4.1 Diskretizacia formy [ (w,pp)

Este nevieme ako diskretizovat formu I, (w,¢y,), ktord je nelinedrna a nelokélna
vzhladom k w.

Uvazujme vektor g(w) = (0,4,8)T z pravej strany rovnice a prepisSme
integral A do tvaru vektoru w = (wy,ws,ws) = (p,pu,E)

A = [ o0 =) (ate) = ) ooty
= 0o = o (plo) platyuto) - plot)plrtyut) s

w1 (y7t) w2(x7t) wl(m’t) w2(y7t)

= [t = o (st ~ e yeaton) )y
= 80 =) () vnt)) - st = w10t

= [z (wl<x,t>7wf<f;>,w3<x,t>) (—untrt)an000 )y

w(x,t)

Podobne tento proces zopakujeme aj s integralom B

B - / Wiz =)o) (p<y,t>u<x,t>u<y,t> 2800}y

— [ b(le —y) <p ptulnd) =2 plad) E(y,w)dy
—— ——
w2(xt Q(yft) wl(xvt) w3(y7t)

= b(|z — yl) <w1 y,t),we(y,t),ws(y, t)) -<O,w2(x,t), — 2w1(x,t)> dy
w(y,t)
= b(|z —yl) (wl x,t),we(x,t),ws(x, t)) < 2w3(y,t),w2(y,t)70> dy.

,t)

Zaujimavymi su pre nas, ako v pripade A tak aj v pripade B, posledné dva
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integraly. Volime dve nasledovné diskretizacie.

1.mozZnost
Vychadzajme z predposlednych integralov, tj.

A= /]R b(|z — yDw(y,t) - (wg(:c,t), —wy (q:,t),O) dy

B= /]R b(|z — y[)w(y,t) - <O,w2(:v,t), — 2wy (x,t))dy.
Vektor g(w) mozme zapisat ako
gw)(wt) = [ bllz = y)U (w))w(y)dy,

kde U(w) € R3*3 je matica tvaru

0 wy(x,t)  —2wi(x,t)

0 0 0
U(w(:z:,t)) = ( wa(z,t) —wi(x,t) 0 ) .

Zvolme aproximaciu w(z,t) ~ wf a w(y,t) ~ wy™ a definujme diskretizaciou

formy I, (w,pn) ako formu

(k™ on) = [ [ bz = y)U (wh(@))Juk ()dy - o (@) da.

2.moznost
Teraz vychadzajme z poslednych integralov, tj.

A= [ lle = o) (sl )y

B= [ bz - yurs). (—2w3<y,t>,w2<y,t>,o> dy.

V tomto pripade mozeme vektor g(w) zapisat nasledovne

gw)(w) = [ bllz = y)U (wyt) Jwlat)dy.

kde U(w) € R¥*? je matica tvaru

0 0 0
Uw(yt)) = | —waly) wily) 0 |.
—2ws(y) wa(y) O
Zvolme aproximaciu w(x,t) ~ wi™ a w(y,t) ~ wf a definujme diskretizaciu formy

In(w,pp) ako formu
b(whatt o) = [ ([ 82 = D0 (wh)dy) wi @) - pn@de. (210
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V prvom pripade dostaneme hustti maticu stustavy linearnych rovnic, ¢o by
bol problém pre numerické riesenie. Preto tito moznost vylucime.

Naopak v druhom pripade sa riedkost zachova a tato forma je nelinedrna v
prvej premennej, ktori berieme ako explicitni a v druhej premennej linearna,
ktort berieme implicitne. Navrhnuta diskretizacia formy [, je blizka postupu
volby diskretizacie formy by,. Touto diskretizaciou dostaneme schému blizku semi-
implicitnej linearizécii Eulerovych rovnic z ¢lanku [10].

Odvodenie diskretizacie sme spravili len pre funkciu , tj. vary. U druhej
varianty by sme boli schopny takto napisat len 2. moznost, ¢o zrejme
nevadi, pretoZe je to ten efektivnejsi spdsob. Jediny rozdiel je v matici U(w). Ak
budeme volit funkciu vars, potom matica je tvaru

0 0 0
U(w(y,t)) = , —w22(y) wi(y) 0
_ w§(y) _ wggl)éz)(y) wg(y) 0

2.5 Zachytenie Soku

Systém Eulerovych rovnic je hyperbolicka rovnica 1. radu. Riesenie takychto
rovnic je typicky nespojité a to uz v konecnom case i pre hladku pociatocna
podmienku. Metéda konecnych objemov pracuje s takymi nespojitostami dobre.
U schém vyssich rddov pozorujeme lokdlne Gibsov jav (blizko nespojitosti sa
vytvori oscilacia). Vyhnut sa takému chovaniu moézeme pouzitim dodatocnych
stabiliza¢nych c¢lenov.

Stabilizacnd technika z prace [10] je nasledujtica. Ozna¢me u} nejaku skalarnu
veli¢inu charakterizujicu aproximdaciu rieSenia wf. Z numerickych experimentov
vyplyva, ze vhodnou volbou pri Eulerovych rovniciach je hustota. Definujme in-
dikator nespojitosti

k12
k o [Uh]
g (K)_/M e s, VK € Tr,

kde 1 > 0 je dand konstanta a diskrétny indikadtor nespojitosti

0 ak ¢"(K) <1,
Gk(K):{l inaﬁ.( )

Osvedcilo sa ndm v jednej priestorovej dimenzii pouzit p = 1/2 alebo p = 1.
Definujme formu umelej viskozity

O (wiwi en) =11 > hKG’“(K)/KszJrl -Vpdz, (2.12)

KeTh

kde v1 = O(1) je danad konstanta. Tato forma odpovedéd pridaniu Laplaceovho
operatoru s nulovou Neumannovou okrajovou podmienkou na kazdom elemente
zvlast. V préaci [10] bolo dokdzané, ze tato stabilizdcia je obcCas nedostatocna,
pretoze funguje na kazdom elemente zvlast. V niektorych pripadoch je potreba
pridat diftziu pdsobiacu medzi elementami. V préaci [10] je navrhnutd nasledujiica
forma penalizujica skoky medzi elementami

O (wiwp ™ on) =10 > Y ;(Gk(K))/F[wIZH} - [pn]dSS, (2.13)

reF, K:-ICOK
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kde v, = O(1) je dana konstanta.
7 numerickych experimetov sme zistili, Ze je vyhodné pouzit v; = v, = 0,3.

2.6 Zhrnutie - vysledna schéma
Vysledna semi-implicitna schéma aj so stabilizaénymi ¢lenmi je

Definicia 2.6.1. Pre kazdé k = 0,1,... a ¢, € Sp, ndjst wy™ take, ze

] wZ—H S Shp,

wf’i“—wz’i 7ok ktl 7ok kel
g <T7¢h> + bh(wh7wh+ 790h) + lh(wh7wh+ 790h>
k
+ Q)}L(wﬁawll—cﬁlﬁph) + q)%z(wZ>wZ+l7§0h) =0,

o w) € Shy.
Funkcia w je Sy, aproximdcia pociatoénej podmienky w®.

Stabiliza¢né ¢leny @}, ®? st dané vztahmi (2.12) a (2.13). Formy by, a I, st
definované v (2.9) a (2.11]).

2.7 Implementacia

Posledny krok k ziskaniu numerickych vysledkov tohto problému je jeho im-
plementécia. Numerické vysledky predstavené v nasledujuicej kapitole sme dosta-
li pomocou programu napisanom v jazyku C. Na vyriesenie linedrneho systému
rovnic bol pouzity softvérovy balik UMFPACK. Volbu bazovych funkcii a kva-
dratirnych vzorcov popiseme v nasledujicich podkapitolach. Pri numerickych
experimentoch sme zistili, Ze riesenie typicky dosahuje stavu vakua v oblasti-
ach, kde sa nevyskytuje kidel. Pretoze Eulerové rovnice prestavaji byt v tomto
pripade dobre definované, je nutné tomuto problému venovat zvlast pozornost.
Vyslednit procediru nazyvame postprocessing a je popisany v podkapitole 2.7.3]

2.7.1 Numericka integracia

Vo formulécii nespojitej Galerkinovej metody sa vyskytuju integraly typu
Jx f(x)dz a [p f(z)dS. Nasim cielom je dosiahnif vysokého rddu presnosti. Na
numerické riesenie tychto integralov preto volime Gaussove kvadratirne vzorce,
tj.

[ Fyde = S wif ),

kde véhy kvadratury si w; a x; znacia uzly kvadratary ([3], [15]).

Uzlové body su volené optimalne tak, aby bolo mozné dosiahnut vysokého
radu presnosti. Pri konstrukcii Gaussovych kvadratir je postacujice volit za uzly
korene Legendrovych polynémov. Vahy Gaussovej kvadratiry sa uz nasledne volia
tak, aby bol dosiahnuty rad presnosti 2n — 1.

Uzly a vahy pre nami pouzivani hodnotu n = 3 (vypocitané pre Gaussove
kvadratiry definovanych na intervale (0,1)) mozno néjst v tabulke (Tab. [2.1)).
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n | Uzly x; | Vahy w;
1+4/3/5 5
3 5
% }
2 9

Tabulka 2.1: Vahy a uzly pre Gaussovu kvadratiru n=3.

2.7.2 Bazové funkcie

Numerické rieSenie hladdme v priestore S}, ktorého dimenziu oznacime ako
n. Do tohto priestoru patria aj polynémy. Mézme zvolit bazu {1,z,22,... 2" 1}.
Avsak v tomto pripade si bloky matice M zle podmienené a dochadza k strate
presnosti. Vhodnejsie je pouzitie ortogonalnych polynémov, napr. Legendrovych
polynémov. Pouzitim Legendrovych polynémov v nespojitej Galerkinovej metode
dostaneme diagonalnu maticu M.

Legendrov polynom stupria n definovany na intervale (—1,1) budeme oznacovat
ako P,. Polynémy spliiaji L2- ortogonalitu, tzn.

2

1
Pi.(s)P, = 0 k.l )
[1 k(S) l(S)dS % 1 k.l A NS No

Norma polynému P, je preto

2
P, _ = .
| P (@) || 2¢(=1,1) Von 1

Zakladné rekurentné vztahy urcujice Legendrove polynémy
Hodnotu n-tého Legendrovho polynému v bode z mozno urcit z rekurentného
vztahu

PO(ZE):L
P (z) =z,
2n + 1 n
P, = P,(x) — P, .
1(@) = TS R@) = P (@)

Pre derivaciu n-tého Legendrovho polynému plati

Py = "nrh

2
’ —~ L) = aP(a) = Poy(a).

Prvych pat Legendrovych polynémov definovanych na (—1,1) je

Po(z) =1,

Py(z) =z,

Py(x) = 2:62 - ;,
Ps(x) = ng - gx,
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Dolezité Legendrove polynomy, ktoré budeme pouzivat v implementacii budu
posunuté Legendrove polynomy @Q,. Tieto polynémy st definované na intervale
(0,1) a splnaju

Qn(x) = Po(2z — 1),

1
1@n ()| 2(0.1)) = \/;

Prvych pat posunutych Legendrovych polynémov definovanych na (0,1) je

Viac informécii o ortogonalnych polynémov mozno néajst napr. v [20].

2.7.3 Vakuum a postprocessing

Vakuum je charakteristické podmienkou p = 0 a z toho vyplyvajicej nulovej
celkovej energie £ = 0 a tiez tlaku p.

V nasom pripade mame model, ktory by mal po nejakom case dosiahnit stavu
T = 0. Tlak je definovany ako sucin hustoty a teploty, tj. p = pT'. Pokial sa
snazime dosiahnuf stavu 1" — 0, ovplyviiovat to bude ako hustotu tak i tlak.

Nevazké FEulerové toky a tiez numericky tok st definované na oblasti D, kde
p > 0ap> 0. Pokial je jedna z tychto hodnét nulova, nastane problém.

Z numerickych experimentoch sa ukazalo, Zze hustota bude po urc¢itom case
na niektorych elementoch nulova alebo dokonca zaporna. Problémom je uz spo-
minany problém s numerickym tokom. Existuje niekolko pristupov pre riesenie
Eulerovych rovnic s vakuom. My sme zvolili velmi jednoduchi variantu nahrade-
nim nulovych veli¢in malou epsilonovou hodnotou na kazdej ¢asovej vrstve. Tento
postup nazyvame postprocessing.

Majme pevne dané e > 0 (napr. 1079). Postprocessingom budeme nazjvat
postup pozostavajuci z niekolkych krokov, ktorymi budeme pre kazdy element
zistovat, ¢i data k nemu prislichajice si vikuum, resp. ,skoro® vikuum (p < e
alebo p < ¢) alebo nie. V kladnom pripade vyuzijeme konstantu € a malé hodnoty
nahradime prave touto konstantou. Tym zaruc¢ime to, ze program bude schopny
pokracovat v dalsich vypoctoch. Velky vyznam tohto postupu sa prejavuje hlavne
v situaciach kedy mame na elementy, kde st data odpovedajice vakuu, resp.
,skoro“ vakuu.

Je dolezité si uvedomit, ze pokial dostaneme nulovii hustotu alebo tlak, tloha
sa zmeni. Nemozno teda predpokladaf, ze dand tlohu mozno riesit do lubovol-
ného casového okamziku metédou, ktorej numericky tok a princip je zalozeny na
podmienke kladnosti hustoty aj tlaku. Postprocessing ale zaisti, ze ak dostaneme
niekde hodnoty velmi blizke vakua (p < € alebo p < ¢), tak po postprocessingu
bude program dalej schopny pokracovat vo vypoctoch.
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Postprocessing

1.

7.

8.

Poloz FLAG=0. (Zatial sme nezistili, ze by nejakd hodnota popisovala vé-
kuum, resp. bola blizka vikuu.)

. Ak hustota p|r < & pre nejaka I' C 9K, potom FLAG=I1.

Ak hustota p < € na K (zistujeme len v kvadratirnych uzloch), potom
FLAG=1.

Ak FLAG=1, potom p=¢ a pu = 0.

. Poloz FLAG=0.
. Ak T'|r < e pre nejaku I' C 0K, potom FLAG=L1.

Ak T < e na K (zistujeme len v kvadratirnych uzloch), potom FLAG=1.

Ak FLAG=1, potom E = p (“2—2 + %5)

Definicia v bode [§] m4 zaistit, aby T', resp. p = pT nemohli vyjst nulové, ¢
zaporné. Tento postup je nutné volit pretoze p a T nie sii priamo nezname, ale
veli¢iny zavislé na F.
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3. Numerické vysledky

V prvej kapitole sme sa dozvedeli nieco o rovnici popisujucej flocking. Odvo-
dili sme ju a zistili, Ze ma tvar systému Eulerovych rovnic so Specialnou pravou
stranou. Jej diskretizaciu sme predstavili v predchadzajtcej kapitole pomocou
semi-implicitnej nespojitej Galerkinovej metédy.

V tejto casti popiseme numerické vysledky pre jednodimenziondlny pripad.
Podla schémy z 2. kapitoly sme tlohu naprogramovali v jazyku C na oblasti
Q2 =[0,1] s periodickymi okrajovymi podmienkami.

Rychlost u(z), hustota p(z), teplota T'(z), kde x € Q, charakterizuji pocia-
tocnit podmienku, tj. vektorovii funkeiu wo(z). Hodnotami p,u,T" ozna¢ujeme kon-
stantné funkcie.

7, numerickych experimentov sa ukazalo, Ze je nutné volif v stabiliza¢nych
¢lenoch konstanty vy = v = 0.3 a u = 1/2.

Konstanty vo funkcii boli nastavené na hodnoty A =1, =0.1a K = 1.

Pocet elementov je vzdy 400. Aproximécia bola vo vsetkych pripadoch apro-
ximacia kvadratickymi funkciami. Pocet kvadratirnych uzlov bol nastaveny na 3.
Casovy krok vo vsetkych pripadoch bol 7 = 1073. V postprocessingu sme nastavili
e=10"°.

Zavadzame znacenie:

Umaz(t) = MaXgeq |u(x,t)| - maximalna rychlost v case t,
Trnin(t) := mingeq T'(x,t) - minimalna teplota v case t,
Pmin(t) := mingeq p(x,t) - minimélna hustota v Case t.

Pre kazdy pripad uvedieme aj graf, ktory reprezentuje maximalni rychlost
Umaz (1), minimélnu teplotu T, (t) a miniméalnu hustotu p,, ().

Pre prehladnost su tabulky z grafmi hustoty, rychlosti, energie a teploty spolu
s medzivysledkami uvedené az na konci kapitoly.

3.1 Testovaci priklad

Na overenie spravnosti nasho programu, sme pouzili tento jednoduchy pripad:

u(z) = u,
plz) = p,
T(x) = T,

kde z € Q. Hodnoty u,p implikuji A(p,u)(xz) =0 a

Blpau.T)(x) = —cp(a) [ b(le = y)p(y)T (y)dy.

kde ¢ je konstanta zavisla od volby funkcie vary (postupne pre k = 1, resp. k = 2
mé hodnoty ¢ = 3, resp. ¢ = 1). Hustota a rychlost sa nebude menit. Teplota
bude vdaka nenulovosti B(p,u,T") klesat, T'— 0.

Pri volbe p =1, u = 0.4 a T = 1 ndm program hustotu aj rychlost naozaj
nemenil. Vyvoj teploty T'(¢) reprezentuje graf (Obr. |3.1)).
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! I
4 5 6 0 2 4 6 8 10 L 14 1, 18

Tabulka 3.1: Vyvoj teploty pre testovaci pripad (postupne pre ((1.36) a (1.37)).

3.2 Pripad ¢. 1

Volba pociatoc¢nej podmienky v tomto pripade bola

o) = o (<557,

u(r) = —sin(27x),
T(z) = 10,

kde x € Q. Hustota je Gaussovska distribuc¢nd funkcia centralizovana v 0.5.

Vyvoj rieSenia sme sledovali do ¢asu t = 4.5 pre var; a do ¢asu t = 12 pre
varg. Autori ¢lanku [12] tento vyvoj sledovali len do ¢asu ¢ = 3.1, pretoze im to
havarovalo - neriesia vakuum.

Teplota aj rychlost konverguju k nulovej funkcii. Pre funkciu var, sa uz v case
t ~ 3 vytvoril kidel - ostry hrb uprostred. Pre funkciu vary to bolo az v cCase
t =~ 9. To znamend, ze model s var, popisuje rychlejsi flocking nez model s var,.
Riesenie tohto pripadu je zndzornené v (Tab. [3.9)-(Tab. 3.16).

Grafy (Obr. reprezentuji maximélne rychlosti v ¢ase, tj. tUmqe(t). Grafy
(Obr. reprezentuji minimélnu teplotu v case, tj. Ty, (t). Minimalne hustoty

Pmin(t) st na (Obr, .

!
0 05 115 2 253 3% 445

Tabulka 3.2: Priklad ¢. 1. - Maximélna rychlost w,,,. (t) pre funkcie (|1.36]) a ((1.37]).
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Tabulka 3.3: Priklad ¢. 1. - Minimélna teplota T, (t) pre funkcie ((1.36]) a (1.37]).

04 04

035 1 035

03 1 03

025

02

015

01

005

0 I I I I I I 0 I I I I I

Tabulka 3.4: Priklad ¢. 1. - Minimalna hustota p,:,(t) pre funkcie ([1.36)) a (1.37]).

3.3 Pripad ¢. 2

V druhom pripade boli ponechané pociatocné podmienky prvého pripadu, tj.

pla) = exp <_ (B?S)) |

u(r) = —sin(27x),
T(z) = 10,

kde x € €.

V programe sme vypli flocking - prava stranu nastavili na nulu, A = B = 0.
Tento priklad slizi na porovnanie chovania modelu s flockingom (tj. pripad ¢.1)
a bez neho (pripad ¢.2).

Riesenie rychlo konverguje ku stacionarnemu rieseniu: v = 0, p = kons., T',p
konverguju ku stacionarnej funkcii - si nekonstantné. Riesenie je zndzornené v
(Tab. —(Tab. . Pozorujeme velky rozdiel oproti pripadu ¢.1. Dalsf rozdiel
mozno vidiet na grafoch wmaz, pPmin & Timin- Maximéalna rychlost . (t) konver-
guje k nule, (Obr. . Na rozdiel od pripadu ¢.1 ppin(t),Thnin(t) nekonvergujia k

0, (Obr[3.5).
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Obréazek 3.1: Pripad ¢.2 - Maximélna rychlost . (t).

04 10

035

03

025

02

015

01

Tabulka 3.5: Pripad ¢.2 - Minimélna hustota p,,,(t) a minimélna teplota T, (t).

3.4 Pripad ¢. 3

V tomto pripade nastavime pociatoc¢ny tlak a rychlost na konstantu. Hustota
bude rovnaka ako v prvom pripade. Pociato¢né podmienky st

B (x —0.5)?
p(x) = exp <—01> 5

kde x € Q.

Bez flockingu sa pre takéto pociatoéné podmienky ni¢ nemeni, tj. rieSenie u
plynov nezavisi na case. S flockingom je ale situdcia ina. Flocking vynuti zmenu
rychlosti aj tlaku (kidel sa d4 do pohybu). Priebeh tejto situdcie zndzornuji
tabulky (Tab. |3 - Tab. |3 -

Maximélne rychlosti mq, () st zndzornené na obrézku (Obr. 3.6). Minimalne
teploty Tpnin(t) st na (Obr. a minimalne hustoty p:,(t) na obrazku (Obr.

3.8)
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045 03

04t J 05 -
035 | 04y
035 -
03t

025

021

015
01k
005 1 005 -

Tabulka 3.7: Priklad ¢. 3. - Minimélna teplota T},;,(t) pre funkcie ((1.36]) a (1.37).

0.09 0.09

008 - 00

007 ¢
007 F
0.06 -
006
005 -
005
0.04 -

004 -
003 -

003

002 -

001 L L L L 002
0 05 1 15 2 25 0 1 2 3 4 5 6

Tabulka 3.8: Priklad ¢. 3. - Minimalna hustota p,:,(t) pre funkcie (1.36) a (1.37]).

3.5 Pripad ¢. 4

Teraz sa pokiisme napodobnif dva krdle. Poc¢iatocné podmienky budua
p(x) = 0.1 + exp(—1000(z — 0.4)?) + 0.5 exp(—1000(x — 0.5)?),
u(z) =0,
p(x) = p(x)T(z) = 1.

Posobenim flockingu sa to celé da do pohybu. Krdle sa za¢nti koncentrovat, zleju
sa dokopy. Situdciu znézornuju (Tab. [3.29)-(Tab.|3.32)). Poc¢itana bola len varianta
s funkciou vars.
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Obrazok (Obr. reprezentuje maximalni rychlost w,,,,(t). Minimalnu tep-
lotu T, (t) popisuje (Obr. a minimélnu hustotu py,,(t) (Obr. [3.4).

0025

002

0015

001

0005

Obréazek 3.3: Pripad ¢.4 - Minimdlna teplota T,,;,(t) pre funkciu (|1.37)).
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0102

01
0098
009
0094
0092

0.09
0088
0086
0084
0082

008 L L L L

Obréazek 3.4: Pripad ¢.4 - Minimdlna hustota py,,(t) pre funkciu (1.37)).
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Tabulka 3.9: Pripad ¢.1: Hustota (vary).

Hustota Cas Hustota
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Tabulka 3.10: Pripad ¢.1: Rychlost (vary).

t=0.0

Rychlost Cas Rychlost
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Cas Teplota

Cas

Tabulka 3.11: Pripad ¢.1: Teplota (var;).

Teplota
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Tabulka 3.12: Pripad ¢.1: Tlak (vary).

Tlak
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[\

0

0

bl

0.9

02 04 [ [ 1
201
: m
>
0 02 04 06 [ i

e
=]
g
B
&

0.8

0.

0.20{ ”
0.15] \ 0.10§
U
| ”
0.10 i 0.05]
4
005 —— ; T ! T
0 02 04 0.6 08 1 0 04 06

] [
0.181 018y (

‘ (
0.16{ ‘ 0.16]
0,14 ‘l 0.14 ‘

‘ |
l“3‘/_"‘ \ ‘”:’/_"/ \
0.104 0.10§ ‘

0.08 H 0.08 ‘
0.061 I 0.061 ‘
0.04] 0.04
0.02{ 0.0
0 T o —
0 02 04 06 08 1 0 04




Tabulka 3.13: Pripad ¢.1: Hustota (vars).

Cas Hustota Cas Hustota
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Tabulka 3.14: Pripad ¢.1: Rychlost (vars).
Cas Rychlost Cas Rychlost
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Tabulka 3.15: Pripad ¢.1: Teplota (varsg).

Cas Teplota Cas Teplota
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Tabulka 3.16: Pripad
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Tabulka 3.17: Pripad ¢.2: Hustota.
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Tabulka 3.18: Pripad ¢.2: Rychlost.

Cas Rychlost Cas Rychlost
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Tabulka 3.19

: Pripad ¢.2: Teplota.
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Tabulka 3.20: Pripad ¢.2: Tlak.
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Tabulka 3.21:

Pripad ¢.3: Hustota (vary).
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Tabulka 3.22: Pripad ¢.3: Rychlost (vary).
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Tabulka 3.23: Pripad ¢.3: Teplota (var).
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Tabulka 3.24: Pripad ¢.3: Tlak (vary).
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Tabulka 3.25: Pripad ¢.3: Hustota (vars).
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Tabulka 3.26

Rychlost

Cas

: Pripad ¢.3: Rychlost (vars).
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Tabulka 3.27: Pripad ¢.3: Teplota (vars).
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Tabulka 3.28: Pripad ¢.3: Tlak (vars).
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Tabulka 3.29: Pripad ¢.4: Hustota (vars).
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Tabulka 3.30: Pripad ¢.4: Rychlost (vars).
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Tabulka 3.31: Pripad ¢.4: Teplota (varsg).
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Tabulka 3.32: Pripad ¢.4: Tlak (vary).
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Zaver

Cielom tejto prace bolo numericky riesit rovnice popisujice dynamiku ktdlov
(hejn) - flocking. Nas konkrétny model vychadza z ¢lanku [12] a ide o novi varian-
tu Eulerovych rovnic s nelokdlnym reaktivnym c¢lenom.

Pracu sme rozdelili do troch kapitol.

V prvej sme tento problém predstavili pomocou casticovych, kinetickych a
hydrodynamickych modelov. Cast kapitoly je zhrnutie ¢lanku, z ktorého préaca
vychddza. Zaroven sme opravili chyby v élanku [I2]. Tieto chyby boli uznané
povodnymi autormi ¢lanku.

Druhua kapitolu sme venovali popisu diskretizacie problému pomocou semi-
implicitnej nespojitej Galerkinovej metédy. Tato metdda (z ¢lanku [10]) sa velmi
dobre osvedcila pre komplikované problémy stlacitelného pridenia popisaného
Eulerovymi rovnicami. V tejto praci sme navrhli vhodni semi-implicitnti for-
muléciu dodatocnych reaktivnych ¢lenov z [12]. Navrhnuta diskretizacia tychto
¢lenov je filozoficky blizka semi-implicitnej linearizacii Eulerovych rovnic z ¢lanku
[10].

V poslednej kapitole sme predstavili nase numerické vysledky pocitané progra-
mom napisanym v jazyku C. Pomocou testovacieho prikladu sme overili spravnost
programu. Potom na Styroch prikladoch sme zistovali chovanie hustoty, rychlosti,
teploty a tlaku. V priklade ¢.1 a v priklade ¢.2 sme sledovali odlisnost modelu
s flockingom a bez flockingu pre rovnaki pociatocni podmienku. Priklad ¢. 3
je ukazka toho, ¢o spravi flocking, ak pociatocna rychlost a tlak st konstantné.
Zistili sme, ze v pripade kedy nepracuje flocking sa menila len hustota. S flockin-
gom sa zmenili aj ostatné veli¢iny. Priklad ¢. 4 bol pokus o napodobnenie dvoch
kfdlov (hejn), ktoré si blizko u seba s nulovou pociatocnou rychlostou. Tieto dva
krdle sa ¢asom ,zliali“ dohromady - vytvoril sa jeden kfdel (jedno hejno). Celko-
vo sa ukazalo, ze navrhnuta schéma je robustna a presna ako ukazujui numerické
experimenty uvedené v poslednej kapitole.
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