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Abstrakt: Diplomova préce se zaméfuje na praci studenti s absolutni hodnotou
a strategie studentskych reseni pii hledéni predpisu funkce z grafu. Cilem prace
je popsat postupy a nejcastéjsi chyby studentii pfi hledani predpisu funkce
a zaroven zjistit, jak studenti chédpou absolutni hodnotu a dovedou své zna-
losti o absolutni hodnoté vyuzivat pfi feSeni tiloh. V prvni, teoretické c¢asti, je
analyza ucebnic, RVP a maturitnich testi na dané témata a souhrn vybra-
nych vyzkumu k této problematice. Druha, vyzkumna ¢ast, je vénovana po-
pisu a analyze vlastniho vyzkumu, ktery byl uskutecnén na studentech stredni
skoly. V zavérecné kapitole je shrnuti vysledki vyzkumu a porovnani téchto

vysledki s teoretickou ¢asti této prace.
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Abstract:The thesis focuses on how students work with the absolute value and
on the strategies of students’ search for equations from graphs of functions.
The aim of the thesis is to describe solution processes and the most common
mistakes of students in searching for the equations as well as finding out how
students understand the absolute value and how they work with the absolute
value in solving the problems. The first, theoretical part, is the analysis of text-
books, RVP and graduations tests on given topics and a summary of selected
researches on this topic. The second, research part, is devoted to the descrip-
tion and analysis of own research that was carried out on high school students.
The final chapter summarizes the results of the research and compares these
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Uvod

Absolutni hodnota ve vyuce matematiky je jedno z témat, které jsem
dlouho nepovazovala za zajimavé, dokonce ani za naro¢né pro studenty. Bé-
hem mé néekolikaleté praxe jsem ale zjistila, ze absolutni hodnota ma mezi té-
maty, které se bézné vyucuji na 7S a S8, zajimavé misto. Dle mych zkuSenosti
se toto téma na ZS nékdy podcenuje z hlediska naroc¢nosti a pozdéji, kdyz se
absolutni hodnota objevuje v jinych tématech (napi. funkce, komplexni ¢isla)
a vyzaduje hlubsi porozuméni, maji studenti na SS problémy i pii Teseni po-
mérné snadnych tloh. Prace studenti s absolutni hodnotou v ramci vyuky se
mize Casto zizit jenom na memorovani riznych pravidel pro pocitani, které
je spojeno s nepochopenim absolutni hodnoty jako takové.

V mé diplomové praci jsem se rozhodla prozkoumat préci mych studenti
s absolutni hodnotou a vytvorit si tak lepsi obraz o jejich znalostech a doved-
nostech v této oblasti. Mé zkoumani jsem zasadila do tématu funkei, konkrétné
do hledani predpisu funkci z grafu. Hlavnim divodem byla skutecnost, ze
na tento druh tloh nejsou studenti ze Skoly zvykli. Na zakladé tohoto roz-
hodnuti jsem rozsitila objekt mého zkouméani v praci i o oblast obecného hle-
dani predpisu funkce z grafu, konkrétné mé zajimaly strategie feSeni, které si
studenti vyberou.

Diplomova prace je rozdélena na dva celky a to na teoretickou Cast a ¢ast
vyzkumnou. V teoretické ¢asti jsem se snazila popsat, jak k absolutni hodnoté
a k vyuce absolutni hodnoty pristupuji uc¢ebnice, které na gymnéaziu pouzi-
vame, jaké postaveni ma absolutni hodnota v RVP a v maturitnich testech.
Dale v této ¢asti popisuji vysledky vybranych vyzkumu z oblasti hledani pred-
pist funkce z grafu a také vyzkumy, které se vénovaly absolutni hodnoté.

Ve druhé ¢asti nejprve uptesiuji cile vyzkumu, vyzkumné strategie a cha-
rakteristiku mého vyzkumu. Déle nasleduje popis studentskych postupt reseni
u jednotlivych tloh s ukdzkami studentskych feSeni. V této ¢asti se klade duraz
na demonstraci pouziti absolutni hodnoty a strategii feseni, které si studenti

zvolili.



V zavéru préce je zafazena diskuse, ve které jsem se pokusila zodpovédét

otazky, které jsem si vytycila na zac¢atku mého vyzkumu.
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1 Matematika a absolutni hodnota

V mé diplomové préaci se budu vénovat funkcim, absolutni hodnoté a v ne-
posledni fadé i tomu, jak své poznatky, které si studenti béhem svého studia
vytvorili, dovedou vyuzivat pri feSeni zadani, na které typové nejsou zvykli.

Téma absolutni hodnoty jsem béhem svého studia zpracovavala v rdmci se-
minarni prace z predmétu Didaktiky matematiky a uz tou dobou jsem narazila
v ucebnicich na pomérné malo tvotivych tloh pro zaky a studenty, ve kterych
by se absolutni hodnota zavadéla, a ve kterych by zaci méli moznost objevovat
jeji vlastnosti.

Tato skute¢nost ve mé vytvorila dojem, Ze ucebnice jsou pfevazné urceny
pro transmisivni vyuku absolutni hodnoty (i kdyz v ramci stfedoskolské ma-
tematiky ji povazuji za relativné snadné téma), co mize zpusobit, Ze znalosti
studentii o absolutni hodnoté jsou jenom vysledkem uceni izolovanych infor-
maci bez hlubstho porozumeéni a bez propojeni s dalsimi znalostmi. Prave tohle
zjisténi mé vedlo k rozhodnuti vénovat se v mé diplomové praci alespon né-
jakym zptsobem zkoumani zptusobu prace a porozuméni absolutni hodnoty
u studentu.

7 tohoto divodu byl na samém pocatku hledani tématu pro mou préci
zpracovan pocatecni prizkum ucebnic, které se bézné pouzivaji na gymnéazi-
ich, zakladnich a strednich Skolach, a nasledné reSerse o absolutni hodnoté
z danych ucebnic.

Kromé dulezitych informaci o tom, jak se v ucebnicich zavadi absolutni
hodnota, s jakymi typy pfikladi na absolutni hodnotu se studenti béhem vy-
uky setkavaji a jaké vlastnosti absolutni hodnoty by méli studenti aktivné
vyuzivat, jsem zjistila, Ze se v téchto ucebnicich nenachézi zadny druh tloh
(napt. slovni dlohy), které bych mohla pouzit ve své praci k odhaleni pouzi-
vani absolutni hodnoty bez hlubsiho porozuméni.

I z tohoto divodu jsem se nakonec rozhodla, Ze zkoumani miry porozu-
méni absolutni hodnoty u studentit bude propojena se zkoumanim konstrukce

predpisi funkci z grafu.
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2 Vyuka absolutni hodnoty a predpisu funkce
z grafu

Béhem nékolika let mé pedagogické praxe jsem se setkala s tim, Ze pfed-
stava studenti o absolutni hodnoté se muze vyrazné liSit a miZze obsahovat
rizné interpretace absolutni hodnoty. V teoretické casti Spanélského vyzkumu
Didactic effectiveness of mathematical definitions the case of the absolute value
(Wilhelmi, 2007) uvadi autofi hned nékolik nejcastéjsich definic pro absolutni

hodnotu, kterymi miize byt zavedena.

Definice 1 (Aritmeticka definice). Absolutni hodnota z x, které se znaci |z|, je

x, je-li x > 0, nebo 0, je-li z = 0 nebo je —z, je-li x < 0.

Autori vyzkumu uvadi, ze chapani pojmu absolutni hodnoty podle této
definice je nejlépe vidét pii postupu feSeni rovnice typu |z — 2| = 1, kde
si student uvédomi, ze vyraz v absolutni hodnoté mize dat jenom -1 nebo
1, proto hledé feSeni rovnic x —2 = —1 a x — 2 = 1. Student své feSeni zaklada

jenom na informaci o tom, ze absolutni hodnota z ¢isel 1 a —1 je 1.

Definice 2 (Definice po ¢astech za pomoci funkce). Absolutni hodnotaz (...), je

(...), je-li (...) >0, nebo —(...), je-li (...) < 0.

P1i této definici by postup feSeni rovnice |z — 2| = 1 mohl byt: absolutni
hodnota z |z — 2|, je (z — 2), je-li > 2, nebo —(z — 2), je-li < 2, proto
rovnice | — 2| =1, je (r —2) =1 pro x > 2 tudiz z = 3, nebo —(x —2) =1
pro z < 2 tudiz x = 1. Student své TeSeni zakladd na rozdéleni realnych
¢isel na dva intervaly. Na prvnim intervalu absolutni hodnota neméni hodnoty
vyrazu ze zadani, na druhém intervalu absolutni hodnota méni hodnoty daného
vyrazu na ¢isla opacna.

Definice 3 (Definice za pomoci maxima). Absolutni hodnota |z| = je maxi-
mum z hodnot z, —x.

V tomto pripadé feseni rovnice | — 2| = 1 je maximum z vyrazi (z — 2)

a —(x — 2) a dalsi postup je podobny tomu pro definici po ¢astech za pomoci

funkece.
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Definice 4 (Definice za pomoci odmocniny). Absolutni hodnota z z je |z| = V2.

Reseni rovnic |x — 2| = 1 je pak FeSenim rovnice s odmocninou, ze které

po umocnéni dostaneme kvadratickou rovnici

N
(x—2)2=1
P —dr+4=1
2 —4x+3=0

. Po vyTesSeni kvadratické rovnice dostavame dvé feSeni, x = 3 nebo x = 1.
Jak bylo ukazano, tyto definice vyzaduji riznou matematickou aktivitu, jiné
techniky feseni problému. Z tohoto divodu tyto definice nejsou ekvivalentni
z epistemického hlediska (nepracuje se v nich se stejnymi matematickymi ob-
jekty) a proto mohou vyrazné ovlivnit praci studenti s absolutni hodnotou
(Wilhelmi, 2007). V tomto dokumentu muzeme najit i schéma (Obr. 1), které

zobrazuje rozmanitost objekti spojenych s absolutni hodnotou.

—
Formal
structure

Absolute value notion f==-===========--

Definitions
(Emzraents
abjacts )

System of
practices

Cion et Geometric | | Arithmetical Aralytic | #======== -
of use "
|
|
I
1
Names / o

¢ 1 o s s s oy s A T
Symbols Absolute value', | |

Obrazek 1: Rozmanitost objekti spojenych s absolutni hodnotou
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2.1 Ramcovy vzdélavaci program — RVP

Pristup k absolutni hodnoté miize byt skute¢né riznorody, proto jsem po-
vazovala za dilezité zjistit, jak pTistupuje k absolutni hodnoté RVP a samotné
ucebnice matematiky v CR.

Ramcovy vzdélavaci program je zakladni dokument na zakladé kterého, maji
byt sestaveny Skoln{ vzdélavaci programy jednotlivych skol. Vymezuje zavazné
,Lamee pro jednotlivé etapy vzdélavani.

Ramcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani neudéva povinnost
vénovat se absolutni hodnoté na zakladnich skoléch. I proto se vétsina studentt
v Ceské republice potkava s absolutni hodnotou az na stfedni skole.

RVP pro gymnazia (MSMT, 2016) uvadi jako odekévany vystup zaki v ob-
lasti ¢islo a proménnd, kam patii ucivo rovnice a nerovnice s absolutni hodno-
tou, aplikaci geometrického vyznamu absolutni hodnoty a grafické znézornéni
FeSeni rovnic i nerovnic. V ¢asti RVP, ktera se vénuje oblasti zdvislosti a funkéni

vztahy, kam patii uc¢ivo funkce absolutni hodnota, jsou o¢ekdvané vystupy:

e nalrtne grafy pozadovanych funkci (zadanych jednoduchym funkénim

predpisem) a ur¢i jejich vlastnosti,
e formuluje a zduvodnuje vlastnosti studovanych funkei,

e vyuzivad poznatky o funkcich pfi feSeni rovnic a nerovnic, pii urcéovani

kvantitativnich vztah,
e modeluje zavislosti realnych dé&ji pomoci zndmych funkei,
e Tesi aplika¢ni ulohy s vyuzitim poznatki o funkeich.

Protoze se mij vyzkum odehréval jenom na gymnéziu, neuvadim zde obsah

Ramcovych vzdélavacich programi pro stfedni odborné vzdélavani.
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2.2 Ucebnice a absolutni hodnota

Ucebnice jsou i v dne$ni dobé zakladni uc¢ebni pomickou ve vyuce. Pro gym-
nézia existuje vicero rad ucebnic. Pro ucely mého vyzkumu jsem se zaji-
mala o vyuku absolutni hodnoty dle fady ucebnic od vydavatelstvi Prome-

theus, které se pouzivaji i na gymnaziu, na kterém byl vyzkum uskutecnén.

2.2.1 MATEMATIKA - funkce (kvarta)

Tato fada ucebnice od vydavatelstvi Prometheus pro nizsi gymnézia pra-
cuje prvné s pojmem absolutni hodnota v ucebnici pro kvarty s podnézvem
funkce. U¢ebnice absolutni hodnotu zavadi jako vzdalenost obrazii dvou opad-
nych ¢isel od obrazu ¢isla 0 na ¢iselné ose. Tento zpisob zavedeni se neshoduje
ani s jednou definici absolutni hodnoty z vyzkumu Didactic effectiveness of
mathematical definitions the case of the absolute value. Ucebnice dale shrnuje
novy poznatek do véty ,, Absolutni hodnotu ¢isla tedy dostaneme, kdyz v jeho
¢islicovém zapisu zakryjeme pripadné znaménko minus, plus zakryvat nemu-
sime.” Definice absolutni hodnoty, kterou v ucebnici Zaci najdou v modrém

ramecku, se shoduje s Aritmetickou definici absolutni hodnoty:
Definice 5. Absolutni hodnotou ¢isla x nazyvame:

e (islo z, je-li z > 0,

e (islo 0, je-li x =0,

e Cislo —z, je-li z < 0.
Absolutni hodnotu ¢isla x zna¢ime |z|. (Herman, 2000, str.53)

V uéebnici nasleduje odvozeni zéakladniho grafu y = |z| za pomoci rozdéleni
defini¢niho oboru na kladné ¢isla, zaporna ¢isla a nulu. Ucebnice dale jesté
popisuje postup odvozeni grafti funkei y = |3z] a y = |z — 2|.

Ulohy k procviceni v této ucebnici jsou zaméfené k odvozeni jinych grafit
s absolutni hodnotou, nebo k procvi¢eni vyznamu absolutni hodnoty za pomoci

urc¢ovani této hodnoty u riznych ¢isel.
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2.2.2 Matematika pro gymnazia — Zakladni poznatky z matematiky

Ucebnice hned uvadi nasledujici definici absolutni hodnoty, které je opét

shodnéa s Aritmetickou definici absolutni hodnoty:
Definice 6. Absolutni hodnotu ¢isla z definujeme takto:
e Je-li @ > 0 nebo a = 0, pak |a| = a,
e Jelia <0, pak |a| = —a.

Na ptikladech demonstruje nékteré vlastnosti absolutni hodnoty a uvadi je

jako véty bez dukazu (Busek, Calda, 2018, str. 40).
Véta 1. Pro kazdé redlné cislo a plati Va2 = |a).

Véta 2. Absolutni hodnota kazZdého redlného ¢isla je rovna jeho vzddlenosti

obrazu tohoto cisla na ciselné ose od pocdtku.

Véta 3. Vzddlenost obrazi redlnych c¢isel a,b na éiselné ose je rovna |a — b,

resp. |b — al.

Na konci kapitoly uc¢ebnice vysvétluje postup feseni nerovnic s jednou ab-
solutni hodnotou. Ulohy k procviceni jsou zaméfené na vyznam absolutni hod-
noty (opét urcéovani této hodnoty u riiznych ¢isel) a hledani feseni pro zakladni

typ rovnic a nerovnic s absolutni hodnotou za pomoci geometrického vyznamu.

2.2.3 Matematika pro gymnéazia — Rovnice a nerovnice

Ucebnice nejprve pripominé definici absolutni hodnoty z ucebnice Mate-
matika pro gymndzia - Zdkladni poznatky z matematiky (viz. definici 6/str. 8).
Pak hned uvadi nékteré vlastnosti absolutni hodnoty, které studenti budou
vyuzivat pii pocitani rovnic a nerovnic — opét bez dikazu (Charvat, Zhouf,

Bocek, 2018, str. 62).
Véta 4. Pro libovolnd cisla a,b € R plati:

e |af >0,
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o | =] —al
e |a-b] = la]- 0],
o ¢ = %, pokud b nent 0.

Po této definici nasleduje pripomenuti geometrického vyznamu (viz. véta
2/str. 8) a (viz. véta 3/str. 8). Ucebnice dale uvadi fesené piiklady rovnic a ne-
rovnic s jednou absolutni hodnotou, které vyuzivaji geometricky vyznam nebo
je Tesi rozdélenim na piipady, kdy je vyraz v absolutni hodnoté vétsi (nebo
roven) nule nebo mensi nez nula. Tato metoda se v ucebnici oznacuje jako
metoda nulovych bodi. Také uvadi feSeni rovnic a nerovnic se dvéma a vicero
absolutnimi hodnotami, které fesi pres metodu nulovych bodi. Pti ukizce ne-
rovnice s jednou absolutni hodnotou uc¢ebnice klade diraz na reSeni na zakladé
grafického znazornéni situace. Ulohy k procviceni jsou jenom obménou zadani
z FeSenych piikladu. Na konci kapitoly se nachazi nasledujici tloha (Charvat,

Zhouf, Bocek, 2018, str. 68):

Uloha 1. Rozhodnéte, pro které dvojice redlngjch ¢isel a,b plati:
o a8 = a] +1b]
e |a—0b|l=lal — |b|

Tato uloha se lisi od ostatnich tloh k procviceni. Kromé toho, ze zadani této
tlohy neni jenom obménou FeSenych piikladi, studenti se u této tlohy prvné

potkavaji s rovnici se dvéma neznamymi, ktera obsahuje i absolutni hodnoty.

2.2.4 Matematika pro gymnazia — Funkce

Utebnice opét piipomina definici absolutni hodnoty (viz. definici 6/str. 8).
Prvni priklad vysvétluje sestrojeni grafu funkce y = |z| za pomoci grafi pred-
pisu funkce zvlast pro zéporna ¢isla (graf funkce y = —x) a zvlast pro kladna
¢isla a nulu (graf funkce y = ) . Vysledny graf vznikne slozenim téchto dvou

grafi. Nasleduji dlohy na opakovani vyznamu absolutni hodnoty a nerovnic
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s absolutni hodnotou. V dalsi kapitole se uc¢ebnice vénuje pouze funkcim s ab-
solutnf hodnotou. ReSené priklady jsou zamérené na urcovani definicnifho oboru
(absolutni hodnota ve zlomku nebo pod odmocninou), sestrojeni funkei s jed-
nou absolutni hodnotou stejnym postupem, jakym byl odvozen zakladni graf
y = |z| a sestrojeni grafu s vicero absolutnimi hodnotami za pomoci nulovych
bodi, kterou by studenti méli znat z u¢ebnice Matematika pro gymndzia - Rov-
nice a nerovnice. Po TeSenych piikladech nasleduji ilohy na procviceni typove
stejnych zadani jako v fesenych prikladech s diirazem na zkoumani spole¢nych

vlastnosti mezi grafy. Naptiklad (Odvéarko, 2018, str. 48):

Uloha 2. Nacrtnéte v téze soustavé souiadnic grafy téchto funkei a porovnejte

je:
o y=|z|,
o y=|z|—4,
o y=|lz] -4

Dalsi kapitola zavadi pojmy sudé a lichéa funkce, funkce omezené (omezena
shora, zdola), maximum a minimum na zakladé porovnani dvou funkei y = =

ay= |z

2.3 Absolutni hodnota a statni maturita z matematiky

Absolutni hodnota by se mohla objevit i zadani statni maturity od firmy
CERMAT. Zde uvadim (Obr. 2) jednu jedinou tlohu, ktera byla v ilustra¢nim
testu k statni maturité z roku 2008 a byla hodnocena jednim bodem (CER-
MAT, 2008):

Uloha 2
Urcete realné cislo r:
r=2-|3-m|+|8-2-x|

Obrazek 2: Absolutni hodnota a maturita
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2.4 Ucebnice a predpis funkce z grafu
2.4.1 MATEMATIKA — amérnosti (tercie)

Jesté predtim, nez studenti za¢nou pracovat s pojmem funkce, pracuji s po-
jmem zavislost a imérnost. Tato u¢ebnice (Herman, 1997) ve své kapitole Zd-
wislost veli¢in nejprve vysvétluje pojmy jako wvelicina, vzajemny vztah, iméra
a umeérnost na realnych situacich ze zivota. Pak se vénuje otazce, jak vyja-
drujeme zavislosti na prikladé nakupu v obchodé, konkrétné ndkupu rohliki.
Ucebnice poukazuje na to, ze kone¢nou sumu, kterou za rohliky zaplatime, mu-

zeme vypocitat na zakladé néasledujiciho vztahu:
cena ndkupu = pocet rohliki - cena jednoho rohliku.

Nasleduje podobny piiklad na téma cestovani po dalnici, ve kterém uz
ucebnice pracuje se znacenim, které studenti znaji z hodin fyziky a vysledkem
je predpis funkce s = v - t. Tato kapitola dale obsahuje tlohy na procviceni
vyjadieni zavislosti grafem, tabulkou nebo vzorcem (pfedpisem funkce).

Nésledujici kapitola Primd umérnost nejprve poukazuje na situace ze Zi-
vota, ve kterych primou tmérnost mizeme vidét a shrnuje poznatky do de-
finice. Nasleduje priklad, ve kterém studenti maji dany graf pfimé tmeérnosti
a maji ji zapsat jako vzorec. Regent se opira o vzorec pfimé timérnosti, ve kte-
rém staci urcit koeficient. K urceni se pouzije libovolny bod, kterym graf pro-
chazi. Ulohy na procviceni jsou zaméfené na hledani predpisu piimé Gmér-
nosti, jejiz graf prochazi danym bodem, nebo jejiz graf je zobrazen na obrazku
v ucebnici.

Dalsi kapitola Neprimd imeérnost mé stejnou strukturu jako kapitola o primé
ameérnosti.

V nésledujicich ulohach k opakovani a procviceni je jedna tloha, ve které
studenti maji zadané 4 grafy (dva na pfimou umérnost a dva na nepiimou)

a maji urcit jejich predpisy.
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2.4.2 MATEMATIKA - funkce (kvarta)

Tato ucebnice jiz zavadi funkci jako matematicky pojem a poukazuje na to, ze
studenti s funkcemi jiz pracovali v uéebnici Umérnosti. Na piikladu termografu
upozoriuje na skutecnosti, ze grafy funkci nemusi byt spojité, a ze nékteré

grafy neumime vyjadrit vzorcem, a uvadi nésledujici definici grafu funkce:

Definice 7. V dané pravouhlé soustavé soufadnic je grafem funkce y = f(z),

x € D, mnoZina vSech bodu [z, f(x)], kde z € D.

Dale se uc¢ebnice vénuje definici pojmu funkce a tloham, ve kterych studenti
maji rozhodnout, zda na obrazku je graf funkce nebo nikoliv.

Zbytek ucebnice je rozdélen na kapitoly podle druhu funkce, které se ka-
pitola vénuje. V kapitole o linedrnich funkcich je vysvétleno na prikladu, jak
najdeme vzorec linearni funkce z jejiho grafu za pomoci soufadnic dvou bodu
(které vycteme z grafu), kterymi graf prochézi, a vytvorenim soustavy dvou
linearnich rovnic. V ¢asti vénované procviceni lineadrnich funkci najdeme tlohu,
ve které studenti maji rozhodnout, zda na obrazku je graf linearni funkce nebo
ne, a samoziejmé tlohy na procvic¢eni hledéni predpisu z grafu linearni funkce
na obréazku.

U kvadratickych funkei se hledani pfedpisu funkce omezuje jenom na pied-
pisy ve tvaru y = kx? + ¢ nebo y = ka?, které prochazi danymi body.

V kapitole o nepiimé imeérnosti tak nalezneme jenom tlohy, ve kterych stu-
denti maji najit predpis nepfimé timeérnosti, jejiz graf prochazi danym bodem.

V kazdé kapitole se snazi ucebnice poukazat na vyznam jednotlivych koefi-
cientil v predpisech funkci. V textu muzeme nalézt, jak nékteré zmény hodnot
koeficientt v predpisech funkei ovliviuji graf této funkce. V nékolika tlohach
na procviceni je vidét snaha autorti podpofit zkouméni studenti a samotné

zadani tloh vyzyva studenty, aby danou spojitost nasli sami.

2.4.3 Matematika pro gymnéazia — Funkce

Autor v avodu piSe, Ze cilem ucebnice je seznamit studenty se zakladnimi

vlastnosti nékterych dulezitych typi funkei a naucit studenty sestrojovat jejich
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grafy. Studenti se z uc¢ebnice také dozvi, jak lze ziskané poznatky o funkcich
uzit pii feSeni praktickych tloh z jinych védnich obor.

V prvni kapitole se u¢ebnice vénuje opakovani a uptesnéni zékladnich pojmu
jako funkce, definicni obor, obor hodnot, graf funkce, funkcéni hodnota. V této

¢asti uCebnice mizeme nalézt tyto typy tloh pro préci s grafem:

e tulohy, ve kterych studenti maji z daného grafu urcit definiéni obor, obor

hodnot funkce,

e tulohy, ve kterych maji studenti urcit funkéni hodnotu funkce f v daném

bodé a urcit kterd x € Dy maji danou funkéni hodnotu,

e tulohy, ve kterych maji prifadit ke kazdému z nékolika predpisu funkci

obrazek, na kterém je graf této funkce,

e tlohy, ve kterych z grafu funkce maji urcit, jestli dany bod patii do grafu,

nebo ne,

e tlohy, ve kterych studenti maji rozhodnout (a zdavodnit), které mnoziny

bodt na obrazcich jsou grafy funkci, a které ne.

V dalsi kapitole, kteréa se vénuje linearni funkci, mizeme nalézt tlohu, ktera

je zaméfena na hledani informaci o funkci z jejitho grafu. Uloha zni:

Uloha 3. Na obrizku 3 je graf funkce g, kterd uddvd zdvislost objemu V nafty
v litrech v cisterné na case t v minutdach po celou dobu jejitho plnéni. Které

informace muzete z grafu ziskat?

Tato kapitola se vénuje i vyuziti grafi linedrnich funkci pfi feseni rov-
nic a nerovnic a jejich soustav. Ucebnice nabizi feSeni dloh, pii kterych méa
student nejprve sestrojit graf dané linearni funkce a néasledné z ného pak
vycist, pro ktera x € R plati riizné nerovnosti, nebo tlohy, pii kterych méa
student sestavit v téze soustavé souradnic grafy dvou funkci a pak rozhod-
nout, pro kterd x € R plati dané nerovnice. Regenf je vzdy uvedeno jak gra-
ficky, tak pocetné. Ucebnice uvadi i jednu slovni tlohu, kterou tesi graficky.

Soucasné upozoriiuje studenty, Ze grafickym feSenim miZeme dostat jenom
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pribliZzné spravné teseni, v piipadé, chce-li student pfesnéjsi vysledek, musi
sestavenou nerovnici vyresSit pocetné.

V této kapitole uc¢ebnice pracuje taky s vlastnostmi linearnich funkci. Kromé
definici vlastnosti zde najdeme tlohy, pfi jejichz feseni by student mél pocho-
pit, jak zména hodnoty koeficientu ovlivni vlastnost linearni funkce, a to se-
strojenim a porovnanim graft linearnich funkei s riiznymi hodnotami pro koe-

ficienty a, b v predpisu funkce ve tvaru y = ax + b.
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2.5 Hledani predpisu funkce a statni maturita

Préace s predpisem funkce se v statni maturité objevuje ¢astéji nez rovnice
a nerovnice s absolutni hodnotou. Jediny kol (CERMAT, 2016), ve kterém
se pozaduje predpis funkce z grafu bez dalsich informaci, se objevil v zadani

maturit na podzim 2016 (Obr. 4).

Grafem funkce g je pfimka.

(czw)

7 Zapiste piedpis funkce g.

Obrazek 4: Maturita - predpis linearni funkce

V nékolika dalSich testech statni maturity byly tlohy, které piimo nevy-
zyvaly studenty vytvorit pfedpis funkce, ale spravné feseni se opiralo o préci
s timto predpisem. Student dostal ze zadéani informaci, ktera mu méla pomoct
si predpis vytvorit, a na zakladé predpisu mél zjistit dalsi informace o funkci
podle zadani. Uvadim dva piiklady na nepfimou tmérnost (Obr. 5) a (Obr.

6).

VYCHOZi TEXT A OBRAZEK K ULOZE 7

Graf nepfimé imérnosti s predpisem y = E, kde k + 0, prochazi bodem A[2; 2]

y

(CERMAT)
max. 3 body
7

71 Vypocététe konstantu k.

7.2 Vypottéte soufadnici x bodu P[x; 0,5] a souadnici y bodu Q[1;y]

Obrazek 5: Maturita - nepfimé tmérnost [
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VYCHOZI TEXT A OBRAZEK K ULOZE 7

V soustavé souradnic Oxy je sestrojena ¢ast grafu nepiimé umérnosti.

(czw)
1bod
7 Vypoctéte hodnotu b.

s - ~

Obrazek 6: Maturita - nepiima imérnost 11

Nejcastéji se v statni maturité ale objevovalo zadani, ve kterém méli stu-
denti jenom priradit ke grafu funkce spravny predpis funkce z nabizenych moz-
nosti. Jedna skupina tloh zkoumala rizné predpisy funkei jednoho druhu, napf.
kvadratickych funkeci. Pri jinych zadénich musel student na zakladé infor-

maci, které z grafu zjistil, rozhodnout i o jaky druh funkce jde (Obr. 7).
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Pfifadte ke kazdému grafu funkce f,—f,
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26 Pfifadte ke kazdému grafu (26.1-26.3) odpovidajici predpis (A-E).
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B)

C)

max. 4 body
(25.1-25.4) pro x € (0; +)

max. 4 body

25 Pritadte ke kazdému grafu funkce (25.1-25.4) odpovidajici

predpis funkce (A-F).
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2
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Obrazek 7: Maturita - predpis funkce a graf
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3 Vybrané vyzkumy

Najit vyzkumy, o které bych se mohla opfit pfi tvorbé mé diplomové
prace, nebylo snadné. Vyzkumy z Ceské republiky se dané problematice témér
vibec nevénuji. BohuZzel ani v zahranic¢ni literatufe se mi nepodarilo najit vy-
zkum, ktery by si za hlavni cil stanovil zkouméni konstrukei predpist funkei za
pomoci absolutni hodnoty. Proto zde uvadim vyzkumy, které se daného tématu
dotkly alespon okrajové, nebo prinasi dulezité poznatky pro mij experiment.

Nejprve jsem se zamérila na vyzkumy zkoumajici zakovské konstrukce pred-
pist ruznych funkei, se kterymi se béhem studia studenti setkaji. Vyzkumy ne-
zkoumaji obecny algoritmus, jak najit predpis libovolné funkce z grafu, spise
se zaméiuji na nalezeni predpisu nékteré z elementarnich funkci, které studenti
znaji z hodin, za pomoci vyuziti vhodné vlastnosti.

V dalsim kroku jsem se soustfedila na vyzkumy, které zkoumaji zptsob

prace studentii s absolutni hodnotou.

3.1 Vybrané vyzkumy se vztahem k hledani predpist funkci

3.1.1 Vyzkum 1 — Vazba mezi systémem vzdélavacich cili a real-

nych vyukovych vystupti na p¥ikladu uéiva o funkcich na ZS

Vyzkum byl uskute¢nén v ramci disertacni prace Mgr. Ireny Budinové, Ph.D.
z Masarykovy univerzity v Brné v roce 2010. Hlavnim cilem bylo zmapo-
vat, jaké dovednosti a védomosti si zaci v uc¢ivu o funkcich odnéseji ze ZS, jaké
dovednosti maji studenti ucitelstvi na vysoké skole a jak probiha proces vyuky
funkci. V priubéhu experimentu byly pouzity vyzkumné metody testovani po-
moci didaktického testu (kterym byla zjistovana troven znalosti a dovednosti)
a pedagogického experimentu (ve kterém autorka navrhla kvalitngjsi zpusob
vyuky, ktery by vedl k lepsim studijnim vysledkam). Didakticky test byl za-
dén v prvnim ro¢niku gymnazia a obsahoval kromé tloh na aplikaci uciva
o funkcich i tlohy na provéreni dovednosti urcovat na zakladé tabulky ¢i grafu
funkce jeji funkéni predpis.

Pt1i zpracovani dat byla nejprve pouzita deskriptivni statistika, pomoci niz
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byly zjistovany ¢etnosti bodovych hodnoceni jednotlivych tloh, relativni cet-
nosti, aritmeticky pramér a charakteristiky rozptyleni (rozptyl a smérodatna
odchylka). Dale byla pro zjistovani vztahu mezi proménnymi pouZita statis-
tika induktivni. Hypotézy, které se vztahovaly k porovnani urcitych dvojic
uloh, byly testovany pomoci testu chi-kvadrat.

Vysledky experimentu kromé jinych hypotéz ovérily i hypotézu, ze zéci
jsou na zakladnich Skolach pfi linearnich funkcich seznamovani s funkcemi
jednostranné, uci se zakreslovat grafy funkci z funkéniho predpisu, ale nikoli

urcovat funkéni predpis ze zadaného grafu. (Budinova, 2010, str. 11)

3.1.2 Vyzkum 2 — Failures and Inabilities of High School Students

about Quadratic Equations and Functions

Néasledujici vyzkum okrajové zkouma praci studentti s hledanim predpisu
kvadratickych funkci. Hlavnim cilem bylo prozkoumat préci stfedoskolskych
studenti s kvadratickymi rovnicemi a s grafy kvadratickych funkei. Jde o vy-
zkum z roku 2015, z Faculty of Education, Uludag University v Turecku.
Vyzkumnou metodou byl test, ktery obsahoval deset otevienych tloh. Test
byl zadan 182 dobrovolnikim 11. ro¢niku (v&k 17-18 let). Posledni, deséata
otazka, zkoumala schopnost studentii napsat predpis kvadratické funkce z grafu
na obrazku. Na obréazku byla parabola, ktera méla vrchol v bodé [—1, 0] a pro-
tinala osu y v bodé —1.

P1i zpracovani dat byla pouzita deskriptivni analyza a vysledky vyzkumu

jsou nasledujici (Kelesoglu, 2015, str. 58):

e 1 student mél predpis spravné (vyuzil predpis kvadratické funkce z analy-

tické geometrie a skutecnost, ze z grafu mizeme vy¢ist vrchol paraboly),

e 4 studenti dovedli jenom uréit, ze v predpisu funkce y = ax? + bx + ¢

bude koeficient a zaporné ¢islo,

e 3 studenti méli dobie postup, ale urcili jenom z-ovou soufadnici vrcholu

paraboly z obrazku a y-ovou ne,
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3 studenti se snazili tikol TeSit za pomoci predpisu obecné kvadratické

funkce y = ax? + bx + ¢,

6 studentit nespravné dosadilo vrchol paraboly,

4 studenti nespravné pouzili pruseciky funkce s osami,

4 studenti napsali jako TFeSeni funkci prvniho stupné,

155 studentt se ani nepokusilo tkol vytesit.

Experiment pfinesl zjisténi, Ze studenti nedokdzou své védomosti spravné

uplatnit pti hledani predpisu kvadratické funkce z jejiho grafu.

3.1.3 Vyzkum 3 — Undergraduate mathematics students’ under-

standing of the concept of function

Tento vyzkum z Australie vznikl na zakladé domnénky, Ze studenti vy-
hlubsiho porozumeéni funkci. Jednou z vyzkumnych otézek byla otazka, zda stu-
denti dokazou spravné identifikovat typ funkce jenom na zakladé jejiho grafu.
Vyzkum byl proveden na 383 studentech prvniho ro¢niku vysoké skoly. Pro
experiment byly vybrany vyzkumné metody tstni pohovor a test. Test obsa-
hoval 16 tloh a byl ¢asové omezen na 35 minut. Cast testu, ktera se zaobirala
hledanim predpisu funkce z jejiho grafu, tvofila 3 otazky. U kazdé otazky si
studenti vybirali ze 4 moznosti.

Experiment byl opét vyhodnocen deskriptivni analyzou. Vyzkum ukézal, ze
vysoké procento studentd vybralo z moznosti spravnou odpovéd (Bardini,

2016, str.101).

e Graf polynomické funkce:

— neodpovédélo 9 studenti,

— odpovédélo 374 studentii, z toho 369 studentt odpovédélo spravné.

e Graf kvadratické funkce:
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— neodpovédélo 10 studenti,

— odpovédélo 373 studentii, z toho 366 studentt odpovédélo spravné.
e Graf linearni funkce:

— neodpovédélo 9 studentii,

— odpovédélo 374 studenti, z toho 370 studentti odpovédélo spravneé.

Vysledkem experimentu bylo zjisténi, ze vétsina studentit dokaze vybrat

spravnou odpovéd z moznosti na zakladé urceni typu funkce podle jejiho grafu.

3.2 Vybrané vyzkumy se vztahem k vyuce absolutni hod-

noty

3.2.1 Vyzkum 4 — Didactic effectiveness of mathematical definitions

the case of the absolute value

Tento vyzkum absolutni hodnoty ze Spanélska studuje didaktickou i¢innost
ruznych technik vyuky (pfedev§im zavedeni absolutni hodnoty podle raznych
definic) u pojmu absolutni hodnota. Vyzkumnici se nejvice zaméfuji na episte-
mické, kognitivni a vzdélavaci rozméry studijnich procesi (tyto rozméry dale
nazyvaji didaktické rozméry) mezi dvéma ekvivalentnimi definicemi toho sa-
mého objektu. Tyto rozméry vysvétluji na konkrétni situaci, pfesnéji vyhodno-
covani vyzkumu. Dotaznik z jejich vyzkumu byl vyhodnocovan pravé z téchto
t¥ rozméra. Napiiklad u zadani v/—22 je akceptovana odpovéd ,je to ne-
smysl, | nemiizeme odmocnit zaporné ¢islo“ (epistemicky rozmér - absolutni
hodnota jako funkce), nemé feseni (kognitivni rozmér - mé to jedno, dvé, nebo
vice feseni) nebo ,je to komplexni ¢islo® (vzdélavaci rozmér - v oboru reélnych
¢isel, komplexnich ¢isel,...).

Tato vyzkumna skupina testovala na 55 studentech zpusob, jak studenti
pracuji s absolutni hodnotou. Primérnim cilem bylo analyzovat z kognitivniho
rozméru efektivitu prace a techniky teseni jednotliveu, ktefi chapou absolutni

hodnotu dle Aritmetické definice nebo dle Definice po ¢dstech za pomoci funkce.



3.2 Vybrané vyzkumy se vztahem k vyjuce absolutni hodnoty 22

Analyza studentskych feseni byla vyhodnocena za pomoci The implicative and

hierarchical statistical method (Wilhemi, 2007, str. 84) .

1. Complete, when possible, the following equalities:

-2l = 2= 0] = | 72)=
V2= V= R-2I= |E-2=
2. Replace the dots, when possible, in the following expressions to make them
correct:
l...=2|=1; |..+2|=1; |...=2[=0; |(...)2—4|=0;
()2 +4]=0; Cp-1=1; ()2=3=1

3. Represent the function f{x) = |x+1]| in a graphical way.
4. Let a be a real number. Complete, when possible, the following equalities:
[-al = la| = ja =2[=

Fa-2/=  [2-al- a+2|-

Obrazek 8: Zadani testu

Vysledkem vyzkumu je informace o tom, jak ovliviiuje predstava absolutni
hodnoty feSeni studentti. Studenti, ktefi chapou absolutni hodnotu aritmeticky
(viz. definici 1/str. 4) pracuji s absolutni hodnotou jako s operaci, kterou miu-
zou aplikovat na ¢isla. Pro tyto studenty je absolutni hodnota pravidlo, které
odstrani znak minusu pred zapornym c¢islem. V pfipadé, Ze snaha ucitele je
naucit studenty vidét jenom tento vyznam absolutni hodnoty, stava se podle
autorii prace s absolutni hodnotou a jeji pouziti v matematice jenom technic-
kou zalezitosti. Na druhou stranu studenti, ktefi chapou absolutni hodnotu
podle Definice po cdstech za pomoci funkce, jsou zdatnéjsi v praci s absolutni
hodnotou, chapou absolutni hodnotu analyticky, maji ji propojenou s grafic-
kym vyjadfenim a umi ji vhodné pouzivat i na Grovni aritmetické definice.

Autori vyzkumu na zékladé vysledku vyzkumu navrhuji vic rozvijet pred-
stavu o absolutni hodnoté, aritmetickou definici absolutni hodnoty povazuji
za didaktickou prekazku, ktera chapani studenti omezuje v nékolika ohledech
a omezuje praci s absolutni hodnotou pouze na hru se symboly bez hlubsiho

pochopeni.
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3.2.2 Vyzkum 5 — Absolute value inequalities: high school students’

solutions and misconceptions

Tento vyzkum je z roku 2012 a probihal v Izraeli na 481 studentech. Hlav-
nim cilem bylo porovnat tspéSnost studentid pii FeSenich rovnic a nerovnic
s jinymi vyzkumy, které byly zaméfené na feseni rovnic a nerovnic, a to lineér-
nich, kvadratickych, ale také napiiklad nerovnic v podilovém tvaru, nerovnic
a rovnic s absolutni hodnotou. Hlavni vyzkumné oblasti byly dvé, a to druhy
postupt, které pouzivaji studenti pri feseni nerovnic s absolutni hodnotou, ale
také zdroje chybnych predstav studenti pii feSeni nerovnic s absolutni hodno-
tou

Vyzkumnym nastrojem byl test a rozhovory se studenty. Rozhovory pro-
béhly jenom u studentt, ktefi uvedli nestandardni postup FeSeni nebo neu-
vedli cely postup TeSeni. Test obsahoval 8 tuloh, které byly pro studenty ne-
typické, s témito typy zadani se na hodinach ve vyuce nesetkali. Divodem
zadani pravé téchto tloh byla snaha zkoumat praci studenti s absolutni hod-
notou v zadéanich, pro které nemohou mit nacvicen algoritmus feseni.

Po zadani dotazniku se vyzkumné otazky jesté upresnily:

e Jaké procento studentt spravné fesi rovnice a nerovnice s absolutni hod-

notou?

e Pouzivaji studenti cilené graf k feSeni nerovnic s absolutni hodnotou?
Pokud ano, je jejich postup spravny? Literatura uvadi, Ze pouzivani grafi

je vysoce ucinné v téchto situacich.

e Pouzivaji studenti cilené ¢iselnou osu pii feSeni nerovnic s absolutni hod-

notou? Pokud ano, je jejich postup spravny?
e Jaké typické chyby studenti v feseni délaji?

Vysledky vyzkumu z hlediska spravnosti (Tabulka 1) a vysledky vyzkumu
z hlediska postupu kategorizace chyb (Tabulka 2), které se v feseni objevo-

valy, zobrazuji nasledujici tabulky.
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Table 1 Distribution of answers in percentages (level 4 (N=280), level 5 (N=201))

Task 1 2 3 4 5 6 7 8
M>3 Rk=2/<l +130 >0 <0 >0 R<0 |+1<0

Correct 35 229 42.1 56.8 432 43.9 61.4 43.6 Level 4
60.2 47.8 61.7 82.6 76.6 67.7 83.1 74.1 Level 5
455 333 50.3 67.6 57,2 53.8 70.5 56.4 Total
Incorrect 45 47.5 325 18.2 322 35 16.8 314 Level 4
373 442 358 14.9 21.9 313 14.4 209 Level 5
41.8 46.1 33.9 16.8 278 335 15.8 27 Total
Blank 20 29.6 254 23 246 21.1 21.8 25 Level 4
25 8 25 2.3 1.5 1 2.5 3 Level 5
12.7 20.6 15.8 15.6 15 12.7 13.7 16.6 Total
X (2) 46.27 48.81 47.999 49.69 69.14 4989 39.74 49.773 P<0.00001

Tabulka 1: Vysledky vyzkumu I

Task 1 2 3 4 5 6 7 8
[x|>3 x—=2]<1 =10 =0 |x|<0 x>0  |x|<0  |x]+1<0
Logical mistakes 27.7 15.8 20.2 4 54 4.8 9.2 9.8
Removing the absolute 7.3 9.1 3.8 9.1 6 9.8 6.2 6
value symbol

Integers only 3.5 5.8 - - - - - -
Over generalization 2.5 0.8 35 3.5 - 0.2 0.4 -
Failure to distinguish - - - - 16.2 18.3 - -
Other mistakes 0.8 14.6 6.4 0.2 02 04 - 11.2

Tabulka 2: Vysledky vyzkumu II

Do kategorie logickych chyb (Logical mistakes) byly zafazeny postupy, ve kte-
rych byly chybné pouzité logické spojky, nejcastéji zaména logickych spojek a
a nebo, nebo vynechani spojky v feSeni (z rozhovori bylo zjisténo, ze studenti
spojku predpokladali, ale nenapsali ji, nebo se nedokazali rozhodnout, kterou
spojku maji pouZzit). V kategorii odstranéni absolutni hodnoty (Removing the
absolute value symbol) byla nejcastéjsi chyba ignorovani znaku pro absolutni
hodnotu. Podle autorii tito studenti nechapali vyznam absolutni hodnoty a ne-
vhodné zobeciiovali nerovnosti.

Kategorie cela ¢isla (only integers) poukazovala na Casté ztzeni predstavy
fungovani absolutni hodnoty jenom na celé ¢isla.

Do dalsi kategorie (Overgeneralization) se dostaly chybna FeSeni, ve kterych



3.2 Vybrané vyzkumy se vztahem k vjuce absolutni hodnoty 25

studenti zobecnili chovani, které se zobecnit nedé. Nejcastéji se zobecnoval
postup FeSeni rovnic i na nerovnice, napiiklad |z| = —1 nemaé feSeni, tudiz ani
|z| > —1 nemé FeSeni.

Predposledni kategorie (Failure to distinguish) byla kategorie, do které se
dostala chyby, které nastaly neuvédoménim studentii, Ze nula neni kladné ani
zaporné cislo.

Do posledni kategorie se zahrnuly vSechny ostatni chyby, které nemohly byt
zatazené do neékteré z predchozich druhti chyb. Nejcastéji to bylo chybné feseni
rozdélenim na piipady, kdy je absolutni hodnota kladna a kdy zaporna, nebo
feSeni, ve kterém studenti pracovali s absolutni hodnotou jako kdyby vzdy
ménila znaménka ¢isel.

Tento vyzkum ukazuje, ze prace s absolutni hodnotou se odviji od tii slo-

zek, a to:
e od strategie, kterou si student zvoli,
e od toho, jak student pochopil absolutni hodnotu,
e od schopnosti studentii syntetizovat prvni a druhou slozku.

7 pohledu pochopeni absolutni hodnoty studenty, vyzkum potvrzuje vyskyt
nésledujicich dvou rtznych nespravnych pochopeni definice absolutni hodnoty:
studenti véri, ze absolutni hodnota musi byt vzdy kladna, nebo ze vyraz v

absolutni hodnoté musi byt vzdy kladny.
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4 Vlastni vyzkum

Mym cilem na zac¢atku tvorby mé diplomové prace bylo zkouméni aplikace
védomosti studentii o absolutni hodnoté. Pro tento tcel jsou vhodna netypickéa
zadani dloh, na ktera nejsou studenti z vyuky matematiky zvykli. Pravé vybér
tloh, které jsou pro studenty nestandardni a pii kterych budou muset studenti
pouzit své védomosti bez doptfedu nacvicenych algoritmi, byl na zacatku vy-
zkumu pomeérné narocny.

Po primarnim studiu dostupnych uc¢ebnic matematiky a fyziky, které se po-
uzivaji na stfednich skolédch a gymnéziich, se ukazalo, Ze neexistuji témeér zadné
slovni tilohy na absolutni hodnotu. Pivodné jsem povazovala praveé slovni ilohy
za mozny zdroj nestandardnich dloh. Dalsi oblast, kterd mohla byt potenci-
onalné dobry zdroj nestandardnich tloh pro studenty, byla komplexni ¢isla.
BohuZel na gymnaziu, na kterém vyzkum probihal, neni u¢ivo komplexnich ¢i-
sel zarazeno do vyuky. Komplexni ¢isla jsou na gymnéziu soucésti volitelného
predmeétu v septimé, ktery navstévovalo jenom nékolik studenti ze tiidy, kde
vyzkum probihal.

Typy tloh z oblasti rovnic s absolutni hodnotou, které jsme fesili na hodi-
nach béhem vyuky matematiky, nebyly pro mij vyzkum vhodné, protoze né-
ktefi studenti se mohli naucit algoritmus feseni téchto typi uloh bez hlubsiho
pochopeni problematiky. Po zvazeni vSech téchto skutecnosti jsem si nakonec
pro mou praci zvolila typ zadani, ve kterém dostanou studenti graf funkce
v kartézské soustavé souradnic a pokusi se najit predpis funkce tohoto grafu
tak, aby pouzili v pfedpisu funkce absolutni hodnotu. Studenti se s timto typem
zadéani setkali na hodindch matematiky jenom v nejsnadnéjsich forméch, na-
piiklad pfi hledani predpisu grafu pro linearni nebo kvadratickou funkci. Pii
téchto tlohach méli studenti pfedem danou obecnou rovnici hledané funkce
(nebo jim bylo feceno o jaky druh funkce se jedna) a jejich hledani predpisu
funkce tim bylo zjednoduSeno jenom na hledani koeficient pro obecny piedpis

funkce daného druhu.
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4.1 Cile vyzkumu

Na zéakladé dostupné literatury a vyzkumi ze zahrani¢i jsem si vytycila cil

zodpovédét nésledujici otézky:

e Jaké nejcastéjsi druhy chyb studenti délaji pti hledani prfedpisu funkce z

grafu?

Jaké strategie feSeni studenti voli nejcastéji k hledani predpisu funkce?

Do jaké miry studenti dokazou své znalosti o absolutni hodnoté a funkci

aplikovat pro né v netypickych tlohach?

Chéapou studenti absolutni hodnotu spiSe dle geometrické definice nebo

dle aritmetické definice?

Jaky vliv na tspésSnost ma pofadi tiloh béhem testovani?

4.2 Vyzkumné strategie

Po prostudovani vyzkumi na podobné témata v matematice jsem se roz-
hodla, Ze zékladnim vyzkumnym nastrojem mého experimentu bude matema-
ticky test. Z diivodu malého vzorku respondenti byly ptivodné planovany i in-
dividualni rozhovory s dopliujicimi otdzkami u vybranych studentii ohledné
jejich TeSeni testu. Bohuzel z ¢asovych a jinych divodu néasledné rozhovory
nebyly uskute¢nény.

Jednotlivé dlohy v testu byly vybirany tak, aby obsahly co nejvice druhu
funkci s absolutni hodnotou, i pfesto ale nékteré druhy funkci byly vyta-
zeny 7z davodu vysoké naro¢nosti pro vytvoreni pfedpisu (napf. exponenci-
alni funkce, logaritmicka funkce a jiné). Vyzkum se odehréaval ve dvou féazich.
Rozdéleni celého vyzkumu na dvé faze nebylo ptuvodné planovédno a ani ne-
bylo nutné z pohledu mych prvotnich cili, ale po komplikacich s omezenim
respondenttt umoznilo toto rozdéleni zkoumat tlohy jesté i z pohledu gradace

obtiznosti tiloh alespont v ramci jedné skupiny.



4.8 Charakteristika vijzkumu 28

V prvni fazi testovani (prvni test) byla snaha usporadat zadani tloh pro stu-
dostali typoveé obdobné tlohy jako v prvnim testu, ale od nejsnadnéjsich po nej-
tézs8i. Kazdy z testt si méli studenti podepsat, z divodu anonymity nemuseli
podepisovat testy svym jménem, stacilo napsat stejné heslo na kazdé ze za-

dani, aby bylo zpétné mozno identifikovat vSechna feseni jednoho studenta.

4.3 Charakteristika vyzkumu

Vyzkum k mé diplomové préci byl uskutecnén na Arcibiskupském gymné-
ziu v Praze, kde jsem tou dobou ucila matematiku a seminar z matematiky.
Pro vyzkum byl vybran ro¢nik septimy, zaci ve vékovém rozmezi 17 az 18 let. Se
studenty bylo v prvnim pololeti septimy probirano ucivo analytické geometrie
a ve druhém pololeti u¢ivo kombinatoriky a pravdépodobnosti. Tento ro¢nik
byl vybran zamérné, aby téma mé diplomové prace nebylo pro studenty novym
ucivem, ale zéroven to nebyla latka, kterou aktualné na hodinadch matematiky
probiraji.

Puvodné se vyzkumu mély zacasnit obé tiidy septim, coz ¢ini 58 zak,
ale v dobé zadavani testu byl test zadan jenom ve tfidé, ve které jsem ucila
matematiku ja (28 zaka). V paralelni t¥idé septimy tou dobou nastala zména
vyucujictho matematiky a odhalily se hrubé nedostatky v matematickych zna-
lostech studentii (napfiklad i neprobrané ucivo funkei ze sexty), a nésledné se
musela pTeorganizovat probirana latka. Z téchto divodi zadéni testu v této

t¥idé nebylo povoleno vedenim skoly.

4.4 Faktory ovliviujici vysledky

Muj vyzkum zakovskych konstrukei funkei za pomoci absolutni hodnoty
doprovazelo nékolik faktori, které mohly ovlivnit vysledky testovani. Ze vSech

uvadim alespon ty, které povazuji za nejvyznamnéjsi:

1. Vyzkum byl nakonec uskute¢nén na mnohem mensim vzorku studenti,

nez bylo ptivodné planovano. Zavéry testovani vyvozené na mensim mnoz-
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stvi respondenti budou v mensi mife reflektovat obecné jevy v dané

problematice.

2. Testy byly zadany studenttim v odpolednich hodinach béhem vyuky ma-

tematiky, coz se mohlo projevit v jejich vykonnosti a motivaci.

3. Vsichni studenti dostali stejné zadani, tudiz ve vyjimeénych situacich

mohlo dojit k opisovani.

4. Testy nebyly prezentovany jako pisemné prace hodnocené znamkou, ale
v piipadé tspésného TeSeni testu byla studentiim nabidnuta moznost

ohodnoceni testu znamkou.

5. Ani jeden z testd nemuseli studenti podepsat vlastnim jménem (byli
pozadani jenom o né&jaky identifika¢ni znak, prezdivku), tudiz motivace

nékterych studenti k nalezeni spravného reseni zadéani mohla byt nizsi.

4.5 Prvni test

Prvni test byl zadan koncem kvétna 2017, béhem 6. a 7. vyucovaci hodiny.
Test obsahoval 4 grafy funkci, studenti dostavali kazdé zadani na 20 minut.

Pri pripravé zadani testt a hledani vhodnych grafi jsem si grafy, které bylo
mozno pouzit, rozdélila do nékolika kategorii podle rtznych kritérii. Timto

t¥idénim vznikly ¢tyii kategorie.

1. Grafy, které vzniknou posunutim grafu y = |z|. Tyto grafy studenti znaji
z hodin matematiky a predpokladam, ze by méli byt schopni sestrojit graf

funkce ze zadani i predpis funkce z grafu.

2. Grafy, které studenti znaji z hodin matematiky, ale setkali se s nimi
jenom jednostranné pii rysovani grafu z predpisu funkce za pomoci al-
goritmu, ktery nabizi uc¢ebnice. Do této kategorie patii napiiklad grafy
s predpisem, ve kterém je soucet nebo rozdil dvou nebo vicero linedrnich

dvojclenti v absolutni hodnoté.
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3. Grafy funkci, které studenti méli moznost na hodinidch matematiky vidét
a pracovat s nimi ve smyslu hledani grafu k predpisu funkce, ale nebyl
jim nabidnuty v ramci vyuky (ani v ucebnici) algoritmus na jejich FeSeni.
Do této kategorie patii napiiklad pfedpisy vnotfené absolutni hodnoty

do jiné absolutni hodnoty.

4. Grafy funkeci, se kterymi se studenti nesetkali na hodinach matematiky.

7 divodu mensiho poctu testovanych studenti byl ptivodni systém testo-
vani bez gradace poupraven na systém gradace tloh a prvni test byl nakonec
zalo, tato vlastnost se u grafti posuzuje tézce, protoze vnimani obtiznosti muze
byt zaloZzeno na vicero podminkach. Pro mij vybér byla zasadni nasledujici kri-

téria:
1. pravdépodobnost, ze studenti uz dany typ grafu méli moznost na hodi-
néach matematiky videét,
2. slozitost strategie, kterou jsem od studentt pii feseni oc¢ekévala,

3. druh funkce, ze kterého vychazi predpis hledaného grafu,

4. stupen narocnosti tloh, kterou uvedli studenti jinych skol, na kterych
jsem obtiznost uloh testovala (pét studentu tietiho a ¢tvrtého ro¢niku

SS a gymnézii, které jsem tou dobou doucovala).

U kazdé ulohy je uvedeno zadani, popsané vybrané reseni studenti i s ukaz-
kami studenskych praci, soupis strategii, které studenti pfi svych fesenich vy-

uzivali a nakonec shrnuti studentskych reseni a pouziti absolutni hodnoty.
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4.5.1 Prvni dloha

v

V testu mél byt prvni graf, se kterym se studenti potkaji, nejnaro¢né;jsi.
Z tohoto duvodu jsem na zacatku testovani rozhodla studentiim predlozit
graf, se kterym jsme se na hodinidch matematiky nesetkali a podobny typ grafu
neni uveden ani v uc¢ebnicich matematiky, které se na hodinach pouzivaji. Rov-
néz vsichni studenti, na kterych byla naro¢nost tloh testovana, uvedli, Ze tento
kusy o sestaveni kvadratické funkce (za pomoci prisecikii s osou x), ktera
by se shodovala s funkci ze zadani alespon na podmnoziné defini¢niho oboru
a nasledny pokus o aplikaci znalosti o absolutni hodnoté. Na zakladé vyzkumu
z Turecka (vyzkum ¢. 2 na str. 19) ale predpokladam, Ze Gspésnost sestaveni
samotné kvadratické funkce bude znamenat pro vétsinu studentt neprekona-

telny problém.

Zadani a reSeni
1.Napiste predpis funkce na obrdazku (Obr. 9) za pomoci absolutni hodnoty.

Sviij postup, prosim, podrobné zdivodnéte.

Obrazek 9: Prvni test - prvni graf

Predpis této funkee je y = —2z - [z — 3.
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Zakovské Feseni

P1i vyhodnocovani testli se ukazalo, Ze z hlediska poc¢tu spravnych reseni
byla tato tloha pro testované studenty skuteéné nejnarocnéjsi. I kdyz strate-
gie TeSeni studentti u tohoto zadani byly rtiznorodé, dokonce nejruznorodéjsi
z celého prvniho testu, jenom jeden student sestrojil spravny predpis funkce

grafu ze zadani za pomoci absolutni hodnoty (Tabulka 3).

Tabulka 3: Uspé&snost - prvni test prvni uloha

Pocet studenti | Procenta

spravné fesen{ 1 3,57%

nespravné fesent 27 96,43%

Ctyfi studenti odevzdali papir bez pokusu zadéni jakymkoliv postupem
vytesit s odivodnénim , Nepamatuji si jak se to fesi nebo ,Nevim jak se to
resi”.

Ostatni studenti se zadani pokusili Fesit skute¢né kreativné mnoha zpi-
soby, ¢asto vyuzivali kombinace nékolika postupi, které se v matematice vyu-
zivaji u ruznych uloh pfi praci s funkcemi.

Vétsina studentt uvedla, ze predpis bude souviset s predpisem kvadratické
funkce a predpokladali, ze v FeSeni bude druh& mocnina . Tato skutec¢nost po-
tvrzuje vysledky vyzkumu z Australie (vyzkum ¢. 3 na strance 20), ze studenti
s identifikaci typu funkce zésadni problémy nemayji.

U jednoho feSeni se projevilo hluboké neporozuméni absolutni hodnoty
a jeji aplikaci na graf funkce. I kdyz si student urcil (spravné) vlastnosti grafu
ze zadani, po urceni téchto vlastnosti zobecnil tvar grafu absolutni hodnoty
z linearni funkce a usoudil, ze zadani nema feseni (Obr. 10).

Neékolik studentu si zvolilo na zacatek zkoumani funkce stejnou strategii
a zacali urCovat ruzné vlastnosti funkce z grafu (nejcastéji monotonii a lokalni
minimum ,maximum), ale zadné dalsi kroky v feseni nepodnikli a ani nevyuzili
tyto vlastnosti grafu k vyvozeni néjakého zavéru.

Nejcastéjsi zptuisob hledani feseni byl pokus urcit presnéjsi predpis za po-

moci prekresleni ¢asti grafu tak, aby vznikla parabola. Po tomto tvodnim
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Obrazek 10: Nespravné pochopeni absolutni hodnoty

kroku prekresleni se dalsi kroky studentii k nalezeni predpisu znac¢né lisily.
Nejvic studentt si zvolilo po vzniku pomocné paraboly strategii hledani kon-
krétniho posunuti grafu funkce 22 tak, aby predpis odpovidal zadani. Zde se v
nékolika pfipadech vyskytlo nespravné pouziti posunuti grafu, které by mohlo
byt vysledkem netplné predstavy o zméné funkéni hodnoty v daném bodé

pri zvoleném posunuti, nebo nepozornosti a nasledné absence vlastni kontroly

(Obr. 11) a (Obr. 12) .

Obrazek 11: Nespravné pouziti posunuti grafu funkce

U této strategie hledani spravného posunuti grafu se objevily i chyby ve vy-
béru grafu, na ktery byly transformace (spravné) aplikovany (namisto grafu
y = 2% byl vybran graf y = |z]). Tento fakt by mohl naznacovat, 7ze studenti
maji vazanou absolutni hodnotu jenom na linearni funkce a nerozlisuji mezi

pojmy absolutni hodnoty a absolutni hodnota linearni funkce.
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V mnoha piipadech si studenti, kteti pouzili posunuti funkce, uréili i prise-
¢iky s osou x nebo vlastnosti funkce (urc¢ovani funkénich hodnot v rtiznych bo-
dech z defini¢niho oboru). Z testii ale plyne, Ze tyto informace nakonec nebyly
pouzity k sestaveni predpisu, nybrz slouzily zakum jen k ovéfeni spravnosti

predpisu, ktery vznikl p#i aplikaci posunuti (Obr. 12).

-4

Y

- % c(»4$‘1\/)> A

%mﬂuk\/ﬂuy A YA X "
Q= 26V e

0 (30
v z éNJ ’Q//Q\'LL)*&J
. Q: QA"%C\/

0= ‘7)1%&}

Obréazek 12: Ovéreni spravnosti nalezeného predpisu funkce

Dalsi skupina zakt po prekresleni ¢asti grafu identifikovala pruseciky s osou
x (vSichni spravné) a vytvorila si predpis funkce ve tvaru soucinu vyrazi x — 3
a x. Nasledné se snazili na zakladé znalosti o absolutni hodnoté vlozit abso-
lutni hodnotu do sou¢inu vyrazi (nebo do vyrazu, ktery vznikl roznasobenim)
tak, aby pfedpis vyhovoval zadanému grafu. Studenti ale v tomto piipadé ne-
dokazali spravné vyuzit absolutni hodnotu a ani jeden jejich pokus nevedl
ke spravnému teseni. Tohle hledani predpisu funkce bylo zaloZzené spiSe na na-

hodném zkousSeni umisténi absolutni hodnoty v predpisu a zpétném zkoumani



4.5 Pruni test 35

zmény chovani funkce na zakladé této zmeény. Studenti ale na zédkladé tohoto
zkouméni nepfisli na to, jak cilené a spravné pouzit absolutni hodnotu.
Jedna ze strategii, kterd se v feSenich objevila nékolikrat, byla rozdéleni
defini¢niho oboru funkce na intervaly (—oo,3) a (3,00) a snaha najit predpis
funkce pro kazdy interval zvlast. Jedno ze studentskych feseni tlohy, které
bylo pomérné blizko k nalezeni spravného pfedpisu funkce pro cely defini¢ni
obor, odhalilo spravny piredpis funkci na zvolenych intervalech po rozdéleni
defini¢niho oboru (za pomoci pruseciki s osou ), ale posledni krok, ktery by
mél tyto dva predpisy propojit za pomoci absolutni hodnoty, nebyl uskutecnén.
Tento student celou dobu pracoval pii feSeni zadéni spravné a bez chyb, ale
nebyl schopen cilené vyuzit znalosti o absolutni hodnoté. Student sice uvedl
néjaké reseni za pomoci absolutni hodnoty, ale pri ovérovani dosazenim jednoho

z bodu grafu zjistil, Ze jeho TeSeni neni spravné (Obr. 13).
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Obréazek 13: Nevyuziti vlastnosti absolutni hodnoty
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Jediné spravné teSeni této tlohy je zalozeno na vyuziti posunuti grafu
a spravné aplikaci vlastnosti absolutni hodnoty v poslednim kroku feseni. Stu-
dent si dopfedu naplanoval, jak z tvaru grafu y = 2? dostane pomoci trans-
formaci funkce tvar grafu, ktery je totozny alesponn na ¢asti defini¢niho oboru
(nezaporna ¢isla) se zadanym grafem. Posléze hledal takovou upravu svého
predpisu za pomoci absolutni hodnoty, aby cilené zménil jenom c¢ast grafu

a vytvoril tak stejny graf jako je v zadani tlohy (Obr. 14).
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Obrazek 14: Hledani predpisu funkce pomoci posunuti

Studenti se snazili pti feSeni této tlohy vyuzit Siroké znalosti z oblasti funkci
i absolutni hodnoty. V zakovskych pokusech o feSeni se opakované vyskytovaly
nékteré postupy, které si zaci zvolili pti hledani predpisu funkce. Tyto postupy
budu déle v mé préci oznacovat jako strategie feSeni. U kazdého zadéani v prv-
nim testu jsem se snazila tyto strategie rozdélit do nékolika vétsich kategorii.

U prvni tlohy vyuzivali studenti nasledujici strategie, v mnoha pripadech
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bylo v jednom Zakovském feSeni vyuzito vicero strategii (Tabulka 4).

o VyuZiti pruseciki s osou x - nalezeni a vyuziti pruseciku grafu funkce
s osou x k zjisténi predpisu funkce na celém definiénim oboru nebo jeho

podmnoziné

e Prekreslent casti grafu - vytvoreni pomocného grafu funkce prekreslenim
nékterych ¢ésti grafu ze zadani tak, aby vznikl graf funkce, u kterého lze
snadnéji nalézt predpis funkce. Konkrétné v této tloze Slo o vytvoreni

pomocné paraboly.

o VyuZiti posunuti grafu funkce - vyuziti posunuti grafu funkce y = 22

(nebo jiné funkce, ktera byla vybrana), které studenti znaji z hodin ma-

tematiky.

o Zkoumani vlastnosti funkce z grafu - uréeni vybranych vlastnosti grafu

funkce ze zadani.

o Rozdéleni definicniho oboru - rozdéleni definiéniho oboru zadané funkce

na podmnoziny, na kterych je snadnéjsi nalézt predpis funkce.

e Jiné - strategie, které se objevily jenom ojedinéle a nevyuzivaji ani jednu

z predchozich strategii.

Tabulka 4: Strategie - prvni test prvni tloha

Strategie Pocet studentii | Procenta
zadné Teseni 4 14.29%
zkoumani vlastnosti grafu 12 42.86%
vyuziti posunuti grafu 12 47.86%
rozdéleni defini¢ntho oboru 2 7.14%
vyuZziti priseciki s osou x 7 25%
prekresleni ¢asti grafu 19 67.86%
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Shrnuti

Jenom pét studentii (17.86 %) néjakym zpisobem pracovalo ve svém feSeni
s absolutni hodnotou, z toho jenom jeden student pouzil absolutni hodnotu
k nalezeni predpisu funkce cilené a spravné. Zbylé ¢tyii pokusy se daji rozdélit
do dvou skupin.

Prvni skupina jsou dva studenti, ktefi pii préaci s absolutni hodnotou neu-
deélali chybu, ale nedokazali své védomosti o ni cilené vyuzit (napf. v poslednim
kroku feSeni nedokézali urc¢it, kam v pfedpisu funkce maji absolutni hodnotu
umistit, aby dostali pozadované chovéani funkce).

Druhéa skupina jsou studenti, u kterych jejich nespravné pouziti absolutni
hodnoty ukazuje na hlubsi nepochopeni problematiky (pracovali s grafem y = |z|
i kdyz slo o parabolu).

Z pohledu vybéru strategie, nebo strategif a nasledné chybovosti, ispésnosti
feSeni studentii a pouziti absolutni hodnoty byly vysledky studentskych feseni

néasledujici:
o Ctyfi studenti se nepokusili o vyfesen tlohy zadnou strategif.

e Dva studenti si urcili spravné vlastnosti grafu ze zadani a dalsi kroky

v TeSeni neudélali.

e Jeden student si vytvoril pomocnou parabolu, u které si urcil spravné

vlastnosti grafu, ale dalsi kroky v reseni neudélal.

e Jeden student si vytvoril pomocnou parabolu a jenom usoudil, ze v FeSeni

se bude vyskytovat x2.

e Jeden student si vytvoril pomocnou parabolu a za pomoci posunuti chtél

najit predpis této paraboly, ale aplikoval (spravné) posunuti na funkci

y = |z|.

e Sest studenti si vytvofilo pomocnou parabolu, ale nespravné aplikovali

posunuti grafu y = 22 pi¥i hledani predpisu této paraboly.



4.5 Pruni test 39

e TTi studenti za pomoci prisecikii s osou x nasli pfedpis pomocné para-
boly a urcili si spravné vlastnosti grafu, ale nepokusili se najit predpis

za pomoci absolutni hodnoty.

° étyfi studenti si vytvorili pomocnou parabolu a spravné aplikovali posu-
nuti grafu y = 22 pii hledani piedpisu této paraboly a jako FeSeni uvadi

jenom tento predpis bez pouziti absolutni hodnoty.

e Jeden student za pomoci priiseciki s osou z nasel predpis pomocné pa-
raboly, ale nasledné nespravné urcil predpis funkce za pomoci absolutni

hodnoty, coz odhalil zjisténim nékolika funkénich hodnot.

e Jeden student urcil spravné vlastnosti grafu funkce, ale uvedl, ze zadani

nema feSeni z divodu, Ze absolutni hodnota ma tvar grafu pismena V.

e Dva studenti si urcili spravné priseciky s osou z, vrchol pomocné para-
boly i monotonii pivodni funkce, ale Zddné informace z téchto vlastnosti

nevyvodili.

e Jeden student za pomoci prisecikii s osou x a rozdéleni definicniho oboru
nasel spravné predpisy grafu na jednotlivych podmnozinach defini¢niho
oboru, ale neurcil spravné predpis funkce ze zadéni, coz odhalil zjisténim

funké¢énich hodnot.

e Jeden student aplikoval spravné ruzné transformace grafu na graf funkce
22, nez dostal predpis funkce, ktera se na ¢asti definiéniho oboru shoduje
se zadanim a nasledné vyuzil vlastnosti absolutni hodnoty k spravnému

vyteSeni tlohy.
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4.5.2 Druha uloha

Jako druhy jsem zaradila do testu graf, ktery stejné jako ten prvni studenti

z hodin matematiky neznaji. V porovnéni s prvnim grafem jsem ale predpokla-

vvvvvv

zaku jsem oCekavala odhaleni spojitosti s grafem funkce sinus a nasledné po-

kusy o upraveni predpisu grafu tak, aby vyhovoval zadéani.
Zadani a reSeni

2. Napiste predpis funkce na obrdzku (Obr. 15) za pomoci absolutni hodnoty.

Sviij postup, prosim, podrobné zdivodnéte.

| N AN

Obréazek 15: Prvni test - druhy graf

nebo y = sin®tl.

sinz+sin|z|
2 2

Predpis této funkce je y =

Zakovské reSeni
Uspésnost Teseni druhého zadani byla o néco vyssi nez u prvniho, presto
byla tloha celkové pro zdky naro¢nd a spravné ji vytesili jenom 3 studenti

(Tabulka 5). Ruznorodost strategii feSeni byla pfitom nizsi nez u prvni dlohy.

Tabulka 5: Uspésnost - prvni test druhé tloha

Pocet studenti | Procenta

spravné reseni 3 10,71%

nespravné feseni 20 89,29%
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Vsichni t¥i studenti, ktefi nasli predpis této funkce, si zvolili pro své feSeni
témér stejny postup. Nejprve si rozdélili definiéni obor na nezaporné a zaporné
¢isla a urcili si néjaky predpis funkce, ktery vyhovuje grafu na téchto zvolenych
intervalech. Ve vSech tfech pfipadech to byl predpis y = 0 pro zaporné hod-
noty a predpis y =sin(z) pro nezaporni hodnoty z defini¢niho oboru. Néasledné
spravné upravili predpis y =sin(z), ke kterému se dopracovali pro nezéaporna
¢isla tak, aby pro zaporné hodnoty vzdy dostali y =sin(0°). Tohoto doséahli
spravnou aplikaci absolutni hodnoty na vyraz v predpisu funkce, ze kterého
urcujeme sinus (Obr. 16). I kdyz se jedné o predpis funkce z grafu, v tomto
piipadé posledni krok studentii k nalezeni predpisu muzeme chépat spise jako
aritmeticky problém vytvoreni vyrazu, ktery by pro zaporna ¢isla byl nula

a pro nezaporna cisla x.
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Obrézek 16: Spravné zakovské FeSeni zadéani ¢. 2

Pét studentt se zadani nepokusilo ani vyftesSit a odevzdali préazdny pa-
pir, nebo papir s vyjadienim ,,Nevim, nic mé nenapada‘.

Vétsina studentii uvedla spojitost grafu se sinusoidou a déle s touto infor-
maci néjakym zptsobem pracovala. Objevilo se i FeSeni, které nepredpoklada
propojeni s grafem funkce y = sin(x) a student se v ném snazil sestavit predpis
funkce za pomoci druhé mocniny x a posunuti grafu funkce tak, aby vyhovoval
alesponn bodum, ve kterych ma funkce minimum a maximum (Obr. 17).

7 TeSeni je vidét, ze student naSel periodu funkce i hodnoty maxima a mi-
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3% |- ,; f i ,

Obrazek 17: Nespravné feseni zadani ¢. 2

nima, ale presto zadnou periodickou funkeci k sestrojeni predpisu nepouzil. Za-
jimavé je v tomhle FeSeni pouziti prirozenych ¢isel v predpisu funkce i samotné
pouziti absolutni hodnoty. Je jasné vidét, Ze student neméa predstavu o ab-
solutni hodnoté vitbec propojenou s grafickym vyjadfenim (napiiklad proto,
ze cely vysledny predpis uzaviel do absolutni hodnoty, coz by znamenalo, Ze
funkce ma nezaporny obor hodnot, coz z grafu jasné neplati).

Dalsi skupinka studentii si i u této ulohy vybrala strategii, pii které urcovali
vlastnosti grafu funkce ze zadani bez rozdéleni na intervaly, ale po urceni né-
kolika vlastnosti dale v feSeni nepokracovali a jiny postup k nalezeni predpisu
nevyuzili. Vlastnosti, které urcovali studenti nejcastéji, byly perioda, maxi-
mum, minimum, funkéni hodnoty v riznych bodech defini¢niho oboru a pru-
seCiky s osami soustavy soufadnic. Jeden z téchto studentt usoudil, ze tloha
nemé feSeni. Divodem tohoto tsudku bylo opét zobecnéni tvaru grafu funkce
y = |z].

Nekolik studentii ve svém FeSeni uvedlo predpis y = sin(x) (nebo napsali, ze
grafem je sinusoida) pro cely defini¢ni obor (resp. explicitné nenapsali, Ze je to
predpis jenom pro ¢ast grafu ani nevyznadili rozdéleni definiéniho oboru) a pro
¢isla zaporna zadny jiny pfedpis neuvadi. Jeden ze studentt na zédkladé tohoto
zjisténi uvedl, ze predpoklada predpis funkce pro cely graf y = |sin(z)| nebo
y = sin|x|. Tento student néasledné dosazenim nékolika hodnot z defini¢niho
oboru vsak zjistil, Ze spravné neni ani jeden z téchto predpistu a déle tlohu

neresil. Tento usudek poukazuje na nepropojeni védomosti o absolutni hodnoté
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s jejim grafickym znézornénim (graf funkce by musel mit jenom nezaporny obor
hodnot nebo by musel byt symetricky dle osy y).

Obecné nejcastéjsi postup pri feseni bylo rozdéleni defini¢niho oboru na za-
porna a nezaporna ¢isla a nésledné hledani predpist grafu pro zvolené pod-
mnoziny definiéniho oboru. Tito studenti ¢asto i spravné urcili oba predpisy
funkce po rozdéleni defini¢niho oboru, ale nésledné vyuziti absolutni hodnoty
k docileni spravného feSeni nenastalo. Nékolik studentt predpokladalo predpis
funkce podobny tém, které znaji z hodin matematiky (napf. sin|2z| a jiné), ale
pri ovéreni spravnosti tohoto predpisu zjistili, Zze zadani nevyhovuje.

U nékterych Tesenich si nasledné po urcéeni predpisti funkce na danych in-
tervalech po rozdéleni definicniho oboru studenti jesté zvolili dalsi strategie
feSeni, naptiklad pokracovali zjistovanim vlastnosti funkci na danych inter-
valech (obor hodnot a funkéni hodnoty funkce v pro né vyznamnych bodech
defini¢niho oboru), tyto informace ale déle k sestaveni predpisu funkce ze za-
déni nijak nevyuzivaji.

Stejné jako u prvniho i druhého zadani muzeme vypozorovat nékteré stu-
dentské strategie, které se v feSenich opakovaly (Tabulka 6) a miZzeme je roz-

delit do nasledujicich skupin:

e Rozdéleni definicniho oboru - studenti si rozdélili graf funkce na inter-
valy, na kterych se pokusili urcit predpis alespon ¢asti zadaného grafu.
U druhého grafu to bylo témér u vSech studentii rozdéleni na kladné a

nezaporna cisla.

e Zkoumani vlastnosti grafu funkce - studenti urcovali vlastnosti funkce
z grafu (nejcastéji definicéni obor, obor hodnot, periodu a funkéni hodnoty

v nékterych bodech defini¢niho oboru).

o Quérovdni odhadnutych predpisi - studenti odhadli na zékladé svého
tsudku a informaci, které muzou na prvni pohled vycist z grafu, pred-
pis funkce s absolutni hodnotou a zpétné zjistovanim funkénich hodnot
v ruznych bodech definiéniho oboru ovérovali spravnost svého predpisu

funkece.



4.5 Pruni test 44

e Jiné - strategie, ktera se objevila jenom vyjimec¢né u jednoho feSeni a zak

pri ni nepouzil ani jeden princip z predchozich strategii.

Tabulka 6: Strategie - prvni test druhé tloha

Strategie Pocet studentii | Procenta
zadné TeSeni ) 17.86%
rozdéleni defini¢niho oboru 17 60.71%
zkoumani vlastnosti grafu 11 39.29%
ovefovani odhadnutych vysledku 4 14.29%

Shrnuti

U této ulohy pouzilo sedm student néjakym zptisobem absolutni hodnotu
béhem TeSeni zadéani.

Tti studenti za pomoci aplikace znalosti o absolutni hodnoté spravné vy-
tesili ilohu a nasli predpis funkce dle zadani. Toto pouziti absolutni hodnoty
bylo cilené a vedlo k vytvoreni vyrazu pozadovanych vlastnosti.

Jedno pouziti opét ukazuje na hluboké mezery ve studentové chapani ab-
solutni hodnoty, které bylo odhaleno uz u prvniho zadéani (zobecnéni grafu
y = |z| na vSechny funkce).

Tteti zptisob prace s absolutni hodnotou v feSenich studentid byl odhad
predpisu funkce na zakladé zkuSenosti s funkcemi s absolutni hodnotou z ho-
din matematiky. Ve vSech téchto pfipadech je ale vidét nepropojeni absolutni
hodnoty s jejim grafickym vyjadienim (studenti predpokladali predpisy, které
uz na prvni pohled nemohly odpovidat zadani).

Pokusy feSeni studentii se opét daji rozdélit do nékolika kategorii a podka-
tegorii podle strategie, kterou dany student pouzil, stddia reSeni, do kterého
se student dostal, a spravnosti (nebo chybovosti) predpokladt a tsudku, které

pouzil, a ke kterym dospél.
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e Pét studenti se nepokusilo vytesit tlohu zadnou strategii.

e Jeden student spravné urdil vlastnosti funkce ze zadéani, ale uvedl, Ze za-
dani nema teSeni z duvodu, ze absolutni hodnota méa tvar grafu pismena

V.

e Jeden student si rozdélil defini¢ni obor a urcil (spravné) predpis funkce

jenom pro zaporné hodnoty.

e Dva studenti si rozdélili defini¢ni obor a ur¢ili (spravné) predpis funkce

jenom pro nezaporné hodnoty.

e Jeden student si rozdélil defini¢ni obor, urc¢il spravné predpis funkce
jenom pro nezaporné hodnoty a nésledné predpokléddal néjaky predpis
funkce s absolutni hodnotou pro cely definiéni obor, ktery ale ovérova-

nim za pomoci funkénich hodnot vylouéil.

e Ctyfistudenti po rozdéleni definiéniho oboru spravné urcili pfedpis funkce
pro nezaporné i pro zaporné hodnoty, déle ale ve svém teSeni nijak ne-

pokracuji.

e Ctyfi studenti si po rozdéleni definiéniho oboru a spravném urceni pred-
pisu na danych intervalech jesté urcili nékteré vlastnosti grafu funkce ze

zadéani, ale tyto informace nijak dale nevyuzivaji.

e Tti studenti uvedli, ze grafem je sinusoida (nebo y = sin(x)) bez rozdé-

leni definiéniho oboru na podmnoziny.

e Dva studenti urcili vlastnosti grafu ze zadani a dale ve svém feSeni ne-

pokracovali.

e Dva studenti uvedli, Ze pfedpis funkce bude néjak souviset se sinusoidou
a urcili si vlastnosti grafu a néasledné se snazili k sestaveni predpisu vy-
uzit grafy s absolutni hodnotou, které znaji z hodin matematiky (napf.
y = |2z|) a naslednym ovéfovanim za pomoci funkénich hodnot zjistili,

ze jejich predpisy nevyhovuji zadani.
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e TTi studenti si rozdélili defini¢ni obor funkce na zaporné dcisla a ¢isla
nezaporna, odhalili spojitost s funkci sinus a spréavné sestrojili predpis

funkce ze zadani za pomoci absolutni hodnoty.



4.5 Pruni test 47

4.5.3 Treti iloha

S grafem funkce, ktera ma v predpisu vnorenou absolutni hodnotu do ab-
solutni hodnoty, se studenti béhem hodin matematiky uz potkali, i kdyz tento
druh funkci neni uveden v ucebnici. Témto funkcim jsme se vénovali na za-
kladé zajmu zaku, ale ani v jenom z pripadi neslo o hledani predpisu funkce
ke grafu, nybrz o hledani priseciki grafu funkce s osou x. Tohle zadani jako
prvni predpoklada praci ¢isté jenom s linearni funkei, se kterou zéci maji nejbo-
hatsi zkusenosti. I z téchto divodu jsem predpokléadala nizsi obtiznost zadani
v porovnani s predchozimi dvéma tkoly. Pti hledani predpisu v zakovskych fe-

Senich jsem oc¢ekavala vyuziti grafu funkce y = || a vyuziti priseciki s osou .

Zadani a reSeni
3. Napiste piedpis funkce na obrazku (Obr. 18) za pomoci absolutni hodnoty.

Sviij postup, prosim, podrobné zdivodnéte.

Obrazek 18: Prvni test - treti graf

Predpis této funkee je y = ||||x — 2| — 1| + 3] — 5.

Zakovské feSeni
Podle odevzdanych feseni byla tato tiloha z dosavadnich zadani skutecné

nejsnadnéjsi a celkové bylo Sest spravnych fesenich (Tabulka 7).

U tohoto zadani se nestalo, ze by néktery ze studenti odevzdal papir bez

pokusu o vyfeSeni tlohy. Témeér vsSichni studenti hned odhalili néjakou spoji-
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Tabulka 7: Uspésnost - prvni test tieti tloha

Pocet studentu | Procenta

spravné reseni 6 21,43%

nespravné feseni 22 78,57%

tost s grafem absolutni hodnoty linearni funkce, néktefi ale pracovali jenom
s funkcemi linedrnimi.

Opét se v TeSenich ¢asto objevuje rozdéleni na intervaly, které v tomto
zadani, na rozdil od pfedchozich, ani v jednom pripadé fesitelim nepomohlo
najit spravné reseni tulohy. Rozdéleni definicniho oboru béhem feSeni zadani
probihalo u studenti dvéma zpisoby. Prvni druh rozdéleni grafu bylo na in-
tervaly (—oo, —1) , (—1,3) a (3,00), druhy zpisob rozdéleni byl na intervaly
(=00, —=5), (=5,—-1), (—=1,1), (1,3), (3,7) a (3, 00).

Neékolik studentu naslo predpis grafi funkci za pomoci absolutni hodnoty
alesponl na jednotlivych podmnozinach defini¢cniho oboru, které si vytvorili,
ale nenagli zptusob jak vytvorit jeden predpis pro cely defini¢ni obor. Tito
studenti vyuzivaji spravné znalosti o absolutni hodnoté linearni funkce a jeji
posunuti (Obr. 19). V nékterych piipadech si zaci uréili i monotonii na téchto

intervalech, ale dale s touto informaci nijak nenakladali (Obr. 20).
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Obrazek 19: Urceni predpisu funkce na podmnozinach defini¢éniho oboru

U jednoho feSeni se Tesitel pokusil ur¢it nékteré vlastnosti grafu, dokonce

odhalil symetrii grafu a uvedl vlastnost absolutni hodnoty, ale nedokézal tuto



4.5 Pruni test 49

\-0; -5 9 M

(
2 e ‘\‘g( 1 > 2 Ndane!

U‘, 3> El \\ﬂ‘j‘f\w
Ll‘ jr> ) M&«a)\rd

)
(1 "D/ () N\)nw\

Obrazek 20: Urceni vlastnosti grafu predpisti na podmnozinach

vlastnost nijak cilené aplikovat ve snaze nalézt predpis funkce grafu.

Spravné feseni, které uvadéli zaci, se az na jedno opiralo o prekresleni grafu
funkce do pomocného tvaru, u kterého studenti predpokléadali snadnéjsi nale-
zeni predpisu. Pro tento pomocny graf nasli pfedpis funkce pomoci absolutni
hodnoty a nasledné se snazili za pomoci posunuti tohoto grafu a aplikace vlast-
nosti absolutni hodnoty najit predpis grafu dle zadani (Obr. 22).

U jednoho feSeni zak po sestrojeni predpisu dokonce zobecnil souvislost
mezi nalezenym predpisem vnorenych absolutnich hodnot a grafem funkce

(Obr. 21).
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Obrazek 21: Zobecnéni pravidla pro hledani predpisu funkce

Objevilo se i spravné reseni, které vyuzivalo podobnou strategii, ale na roz-

dil od predeslych si zak nijak nepiekreslil zadany graf, ale zacal hledat ruzné
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Napiste predpis funkce na obrazku, za pomoci absolutni hodnoty.
Sviij postup, prosim, podrobné zdiivodnéte.
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Obréazek 22: Prekresleni grafu

posunuti grafu funkce y = |z| a aplikace absolutni hodnoty tak, aby doséahl
pozadovaného cile, coz se mu povedlo (Obr. 23).

P1i feSeni této ulohy bylo celkové méné strategii feSeni nez v predchozich
dvou zadanich (Tabulka 8). Zasadné se objevily jenom strategie, které studenti

vyuzivali i v pfedchozich feSenich a to:

e Rozdéleni definicniho oboru na podmnoZiny - studenti si rozdélili graf
funkce na intervaly, na kterych se pokusili uréit predpis alespon ¢asti

zadaného grafu.

o Zkoumdni vlastnosti grafu funkce - studenti zacali urcovat vlastnosti
funkce z grafu (nejcastéji definiéni obor, obor hodnot, periodu a funkéni

hodnoty v nékterych bodech defini¢niho oboru).

e Prekreslent cdasti grafu - Zéaci se snazili prekreslenim ¢asti grafu ze zadéni
dostat graf, u kterého snadnéji naleznou predpis funkce. V této tloze to

byla snaha o prekresleni funkce do tvaru grafu V.
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Obrazek 23: Hledéni predpisu funkce
e Jiné - strategie, ktera se objevila jenom vyjimecéné u jednoho feSeni a

zak pri ni nepouzil ani jeden princip z predchozich strategii.

Tabulka 8: Strategie - prvni test tfeti tloha

Strategie Pocet studentti | Procenta
zadné feSeni 0 0%
rozdéleni defini¢niho oboru 13 46.43%
zkoumani vlastnosti grafu 7 25 %
piekresleni ¢asti grafu 9 32.14%
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Shrnuti

U této tlohy studenti zacali vyuzivat absolutni hodnotu v mnohem vétsi
mife, nez tomu bylo v pfedchozich zadanich. Az dvacet jedna studenti béhem
svého TeSeni pouzilo néjakym zpisobem absolutni hodnotu. Tato FeSeni by se
dala rozdeélit na dvé skupiny.

Prvni skupina tvoii sedm studentii, kteri vyuzivali absolutni hodnotu k na-
lezeni predpisu grafi (napriklad po rozdéleni na intervaly) jenom jako posu-
nuti grafu funkce y = |z|, tudiz s absolutni hodnotou pracovali spravné, ale pfi
préci spiSe vyuzivali znalosti o zméné funkénich hodnot funkce nez vlastnosti
absolutni hodnoty.

Druhé skupina ¢trnacti studentii vyuzivala ve svém feSeni cilené vlastnost
absolutni hodnoty a pouziti dasledkii pro graf funkce (absolutni hodnota z né-
jakého vyrazu nebo ¢isla je vzdy nezaporné ¢islo, tudiz graf funkce nesmi mit
obor hodnot v zapornych ¢islech).

U této tlohy nebyla variabilita studentskych feseni tak velika jako u pred-
chozich dvou zadani, i kdyz na rozdil od predchozich tloh ani jeden student

neodevzdal prazdny papir bez pokusu o vyfeseni.

e Jeden student sestrojil spravny predpis funkce ze zadani za pomoci po-

sunuti grafu y = |z| a aplikace absolutni hodnoty.

e P&t studenti si prekreslilo graf funkce na pomocny graf ve tvaru V a na-
sledné spravné pouzilo posunuti tohoto grafu a absolutni hodnotu k na-

lezeni spravného predpisu grafu ze zadéni.

e Sest studenti si prekreslilo graf funkce na pomocny graf ve tvaru V, ale
nésledné pri hledani posunuti, které by vytvorilo graf ze zadéani, udé-
lalo chybu. Tito studenti ale spravné pracovali s grafickou reprezentaci

absolutni hodnoty ve svém feSeni.

e Dva studenti uréili vlastnosti grafu ze zadani (lokalni maximum, mini-
mum, monotonii, symetrii, pruseciky s osou x), ale zadné dalsi kroky

ve svém TeSeni nepodnikli.
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e Jeden student urcil spravné predpisy funkci na podmnozinach definic-
niho oboru po jeho rozdéleni na tii ¢asti, urcil si i monotonii funkce, ale
zaddnym zptusobem nepouzil absolutni hodnotu k sestaveni predpisu grafu

pro cely defini¢ni obor.

e Pét studentu si rozdélilo defini¢ni obor zadané funkce na tii casti a
spravné urcilo predpisy funkei na téchto intervalech za pomoci absolutni

hodnoty, ale ve svém feSeni déle nepokracovalo.

e Dva studenti si rozdélili defini¢ni obor na tii ¢asti a spravné urcili pfedpis

jenom na dvou intervalech, pfedpis na tfetim intervalu viibec neuvadi.

e Jeden student si rozdélil defini¢ni obor na 6 ¢asti (podle monotonie
funkce) a uréil spravné predpisy funkce na téchto intervalech, déle se

o aplikaci absolutni hodnoty nepokusil.

e P&t studenti si rozdélilo defini¢ni obor na 3 podmnoziny a snazilo se najit
predpisy funkce na téchto intervalech, ale nepodafilo se jim najit spravné
predpisy funkci a uvadi chybné feSeni bez zpétné kontroly nalezeného

predpisu.
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4.5.4 Ctvrta tloha

Jako posledni byl vybran typ grafu, se kterym se studenti seznamili uz
na hodinach matematiky v sexté. Studenti by méli zvladnou narysovat graf
funkce ze zadaného predpisu, ktery je ve tvaru rozdilu nebo souc¢tu nékolika
linearnich vyrazu s proménnou. Tento graf jsem zaradila jako posledni na za-
kladé mého predpokladu, Ze by mél mit nejnizsi obtiznost ze vSech zadani

prvniho testu.

Zadani a reSeni
4. Napiste predpis funkce na obrdazku (Obr. 24) za pomoci absolutni hodnoty.
Sviij postup, prosim, podrobné zdivodnéte.

3

Obrazek 24: Prvni test - ¢tvrty graf

Predpis této funkce je y = |z + 1| — [z — 2.

Zakovské Feseni
Ze vsech odevzdanych feseni byly spravné jenom ¢tyti (Tabulka 9). Stejné
jako u predchozi tlohy nikdo neodevzdal prazdny papir a kazdy ze studenti

se pokusil vymyslet néjakou strategii k vyteseni ulohy.

Vsechna reseni studentii se zakladaji na praci s linearnimi vyrazy. Rozdéleni

na intervaly se objevovalo ve vét§iné studentskych pracich, nékdy bylo dopl-
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Tabulka 9: Uspésnost - prvni test ¢tvrta tloha

Pocet studentu | Procenta

spravné reseni 4 14,29%

nespravné feseni 24 85,71%

néno i o urceni vlastnosti grafu (obor hodnot, lokalni minimum, maximum, mo-
notonie). Zadna feSeni, ve kterych se snazili studenti vyuzit ke nalezeni pred-
pisu jenom vlastnosti grafu bez rozdéleni na intervaly, nevedla k spravnému
vyTesSeni tlohy.

Rozdéleni na intervaly bylo u vSech studentii, ktefi defini¢ni obor rozdé-
lovalo na podmnoziny, stejné, a to na intervaly (—oo, —1) , (—1,2) a (2, 00).
Na téchto intervalech byly u vSech feseni spravné urceny predpisy konstantnich
funkei na intervalech (—oo,—1) a (2, 00), ale urceni predpisu linearni funkce
na intervalu (—1,2) v nékterych piipadech délalo studentiim potize (Obr. 25)
(Obr. 26). Studenti tento predpis ve svém zadéani vétSinou neuvadi spréavné
(chybi i jakékoliv ovéfeni spravnosti) a v nékolika piipadech studenti neuvedli

ani zadny pokus o nalezeni tohoto predpisu.

Napiste predpis funkce na obrazku, za pomoci absolutni hodnoty,
Sviij postup, prosim, podrobng zdivodnéte.

47
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Obrazek 25: Nespravné urceni predpisu linearni funkce

Ti, ktefi spravné urcili i pFedpis linearni funkce na intervalu (—1, 2), se déle
miizou rozdélit do dvou skupin podle tspésnosti nalezeni predpisu za pomoci

absolutni hodnoty zadaného grafu.
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Obrazek 26: Nespravné urceni predpisu linearni funkce

Objevilo se i FeSeni, ve kterém, po pokusech urc¢it predpisy na jednotlivych
intervalech (opét nespravné urceni na intervalu (—1,2)), si student sestavil
tabulku, ve které zkoumal znaménko hodnoty vyrazi (xr + 1) a (z — 2) na
intervalech (—oo,—1) , (—=1,2) a (2,00). Toto FeSeni ale nebylo dokoncéeno
a student tento postup zavrhl a pokusil se o sestaveni predpisu grafu ze zadani
jinym zpusobem (Obr. 27).

Dalsi zajimavé FeSeni je pokus o vyuziti znalosti o derivaci funkce a nasledna
prace s body, ve kterych se derivace funkce méni. Tyto body byly urceny
spravné a za pomoci nich byly vytvoreny dva linearni vyrazy, které student
pouzil na sestaveni predpisu grafu funkce (Obr. 28).

Ve studentskych fesenich se opét daji vypozorovat nékteré strategie, které
se objevovaly v TfeSenich opakované. Ze vSech zadani prvniho testu byla rtz-
norodost strategii u tohoto zadani nejmensi (Tabulka 10), ve skutecnosti se
vytvorily jenom dvé vétsi skupiny strategii fesSeni, které se objevovaly opako-

vane.
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Obrazek 27: Pouziti tabulky k nalezeni predpisu

e Rozdéleni na intervaly - studenti si rozdélili graf funkce na intervaly, na

kterych se pokusili urcit predpis alespon ¢asti zadaného grafu.

o Zkoumdani vlastnosti grafu funkce - studenti zacali urcovat vlastnosti
funkce z grafu (nejcastéji defini¢éni obor, obor hodnot, periodu a funkéni

hodnoty v nékterych bodech defini¢niho oboru).

e Jiné - strategie, ktera se objevila jenom vyjimecéné u jednoho feSeni a

zék pii ni nepouzil ani jeden princip z pfedchozich strategii.

Tabulka 10: Strategie - prvni test ¢tvrta tloha

Strategie Pocet studentti | Procenta
zadné TeSeni 7 25,23%
vlastnosti 16 59,26%
rozdéleni na intervaly 5 18,52%
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Obrazek 28: Vyuziti derivace

Shrnuti

Absolutni hodnotu v této tloze vyuzivaji jenom studenti, ktefi nalezli
spravné feseni. Jeden student vyuziva fakt, ze v nulovém bodé absolutni hod-
noty se méni monotonie funkce k sestaveni dvou vyrazi v absolutni hod-
noté, které budou v feSeni tulohy a nasledné jenom urcuje, jestli jde o jejich
soucet nebo rozdil. Dalsi t¥i studenti vyuzivaji absolutni hodnotu jenom k se-
staveni vyrazu pro cely defini¢ni obor, ktery bude na danych podmnozinich
defini¢nifho oboru shodny s predpisy funkci, které na téchto intervalech uz
nasli. Z hlediska strategie, chybovosti a pouziti absolutni hodnoty, mtzeme

studentské resSeni rozdélit nasledovné:

e Jeden student si rozdélil defini¢ni obor, vyuzil své znalosti o derivaci, se-
strojil dva vyrazy v absolutni hodnoté, které budou v feSeni a zvolil mezi

né spravné znaménko minus.

e TTistudenti sirozdélili defini¢ni obor, spravné uréili predpis funkei na téchto
podmnozinach a nésledné sestavili vyraz za pomoci absolutni hodnoty, ktery

odpovida predpisu funkce pro cely defini¢ni obor.

e Sedm studentii po rozdéleni naslo spravné vsechny predpisy na podmno-

zinéch definiéniho oboru. ale dale v feSeni nepokracovali.



4.5 Pruni test 59

e Sest studenti po rozdéleni naslo spravny predpis funkce na podmnoziné

jenom na intervalech, kde byla funkce konstantni.

e Jeden student po rozdéleni defini¢niho oboru spréavné urcil jenom dva ze
tii predpist na podmnozinach a nasledné nedokazal spravné pouzit abso-
lutni hodnotu k sestaveni predpisu pro graf ze zadani, proto si nasledné
vytvoril tabulku pro zkouméni vlastnosti funkce na téchto podmnozi-

néach.

e Dva studenti ve svém FeSeni jenom naznacili rozdé€leni grafu na 3 ¢asti, ale

dale v TeSeni nepokracuji.

e TTistudenti si rozdélili defini¢ni obor a jesté si urdili vlastnosti funkce, ale

déle v Teseni nepokracuji.

e TTii studenti si urcili vlastnosti grafu ze zadani a dale ve svém feSeni

nepokracuji.
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4.6 Druhy test

Druhy test dostali studenti dva tydny po testu prvnim a byl zadavan opét
béhem 6. a 7. vyucovaci hodiny. Test obsahoval Sest tloh a studenti dostali
vSechna zadani na zacatku testovani a casovou dotaci 90 minut na vyplnéni
celého testu. Testu se zucastnilo 27 studentt.

Na rozdil od prvniho testu byla v druhém testu snaha zadat studenttim
opirala o stejné kritéria, jako pri sestavovani testu prvniho, a také o ispésnost
feSeni studentu z prvniho testovani.

U kazdé ulohy je zadéani tlohy, popsané vybrané studentské feseni i s ukaz-
kami studentskych praci a nasledné shrnuti studentskych teseni a pouziti ab-
solutni hodnoty v dané tloze. Z divodu opakovani strategii feSeni jiz rozbor

tlohy neobsahuje prehled pouzitych strategii.
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4.6.1 Prvni dloha

Béhem prvniho testovani nebyly studentum v testech predlozeny grafy,
které maji v predpisu jenom jednu absolutni hodnotu z linearni funkce. Tyto
grafy studenti znaji z hodin matematiky a predpokladala jsem, Ze by u nich
mohlo byt hledéni predpisu takového grafu vyrazné formalni zalezitosti. Po pro-
studovani studentskych reseni z prvniho testu jsem se rozhodla zaradit do testu
druhého i tento druh grafu, protoze béhem prvniho testovani se ukazalo, ze Te-
Seni studentti u podobnych zadanich by nemuselo byt mechanicky nauceno

z hodin matematiky v tak vysoké mite, jak jsem predpokladala.

Zadani a reSeni
1. Napiste predpis funkce za pomoci absolutni hodnoty. Svij postup, prosim,

podrobné zdiuvodneéte.

Obréazek 29: Druhy test - prvni graf

Piedpis této funkce je y =2 - |z — 2| — 1.

Zakovské FeSeni

Tento graf byl pro studenty nejsnadnéjsi z celého testovani, vic nez polovina
studentt nasla spravny predpis funkce ze zadéani (Tabulka 11). Opét se o fe-
Seni alespon néjakym zptsobem pokusili vSichni a nikdo neodevzdal prazdné

zadani.



4.6 Druhy test

62

Tabulka 11: Uspésnost - druhy test prvni tloha

Pocet studenti | Procenta
spravné fesen{ 17 62,96%
nespravné fesent 10 37 ,04%

Vétsina TeSeni byla zaloZzena na jedné ze tif riznych strategiich, které se v
studentskych testech objevovaly nejcastéji. Prvni strategie bylo rozdéleni na in-
tervaly a nésledné hledani linearnich funkci na danych intervalech (Obr. 30).
Tento zpusob FeSeni naznacuje, Ze jista skupina studentit nenahlizi na tento
druh grafu jako na posunuti grafu funkce y = |z|, ale vidi v nich grafickou
interpretaci vlastnosti absolutni hodnoty z linearnich funkcich. Studenti zjis-
tili, ze predpis téchto funkei se lisi kromé parity nasobku proménné i absolutnim
¢lenem a pokusili se sestavit predpis pro celou funkci tak, aby vyhovoval naleze-
nym predpisim na podmnozinach definiéniho oboru. Na jejich feSeni miizeme

nahlizet jako na aplikaci absolutni hodnoty k sestaveni vyrazu pozadovanych

vlastnosti.
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Obrazek 30: Rozdéleni na podintervaly
Druhou strategii bylo hledani posunuti funkce y = |2z| resp. vy = |z|.

U této strategie veliké mnozstvi studenti chybné predpoklddalo, ze maji v za-
dani posunuti grafu y = |z| a ne y = |2z|. I kdyz identifikovali spravné, jak
by méli predpis funkce upravit, aby méla vrchol v bodé [2,—1], viibec ne-
pracovali s moznosti, ze by funkce svirala s osou z jiny thel nez 45° (Obr.

31). Tito studenti ve svych feSenich neprokazali zadné védomosti o absolutni
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hodnoté, nybrz jenom své znalosti o posunuti grafu funkce.
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Obrazek 31: Chybny predpoklad pii hledéni funkce

Treti strategii bylo pfekresleni grafu tak, aby vrchol grafu lezel na ose
x. Dalsim krokem bylo hledéni line4drni funkce, ktera by v absolutni hodnoté

vytvorila pomocny graf a posléze ve spojeni s posunutim funkce vytvorila graf

dle zadani (Obr. 32).
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Obrazek 32: Prekresleni grafu

Studenti, ktefi se rozhodli vyuzit tuto strategii, byli v feseni této tlohy nej-
feSeni o posunuti grafu, nevyuzili posunuti na graf funkce y = |z|, ale skutecné
prokézali své znalosti o vyuziti vlastnosti absolutni hodnoty z linearni funkce

a jejich grafickou interpretaci.
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V jednom feSeni si student vSiml, ze graf svird s osou = zjevné jiny thel
nez graf y = |z| a puvodné uvedl ve svém feSeni predpis funkce, ve kterém
byl dvojnésobek proménné z, nakonec ale své feSeni upravil na 0, 5z bez udani
divodu.

Dalsi studentska feseni nevedla k spravnému reSeni, i kdyz v nich byla vy-
uzita strategie rozdéleni na podmnoziny defini¢niho oboru, ale dalsim krokem
studenti bylo jenom urceni vlastnosti funkci bez pokusu o sestaveni néjakého
predpisu, nebo netispésny pokus o urceni predpisi linedrnich funkei na danych
intervalech.

Strategie feSeni u této tlohy a jejich ¢etnost v FeSenich ukazuje néasledujici

tabulka (Tabulka 12):

Tabulka 12: Strategie - druhy test prvni tiloha

Strategie Pocet studenti | Procenta
zadné Teseni 0 0%
zkoumani vlastnosti grafu 2 7,14%
vyuziti posunuti grafu 18 64,29%
rozdéleni definiéniho oboru 10 35,71%
prekresleni ¢asti grafu 11 40,74%

Shrnuti

P1i TeSeni této ulohy vsichni s vyjimkou ti{ studenti néjakym zptsobem
pracovali s absolutni hodnotou. AZ jedenact studentu pii feSeni vyuzilo grafic-
kou interpretaci absolutni hodnoty spréavné, osm studenti pracovalo spravné
s absolutni hodnotou a sestavilo vyraz za pomoci absolutni hodnoty podle
potieby tak, aby vyhovovalo zadéni.

7 pohledu vybéru strategii, chybovosti a nalezeni spravného feseni vytvorili

studentské Teseni nésledujici skupiny:

e Jeden student nasel spravné feSeni pomoci posunuti grafu y = 2x a

nésledné bez udani duvodu prepsal ve svém Teseni y = 2z na y = 0, bx.
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e Jeden student si rozdélil defini¢ni obor a nasledné urcil spravné vlastnosti

funkce, dalsi kroky ve svém feSeni neuvadi.

e Dva studenti si rozdélili defini¢ni obor na dvé podmnoziny a netspésné

se pokusili najit predpis linearnich funkci na téchto podmnozinach.

e Tii studenti si vytvorili pomocny graf s vrcholem na ose = (posunutim
celého grafu smérem nahoru po ose y) a nasledné hledali linearni funkei,
ktera by v absolutni hodnoté vytvorila tento pomocny graf, a z néj by po-
sunutim vytvofili predpis grafu ze zadani. Tito studenti vyuzivaji spravné
své znalosti o absolutni hodnoté, ale nespravné sestavili predpis linearni

funkce na c¢astech definiéniho oboru.

e Jeden student si rozdélil defini¢ni obor na dva podintervaly a pouzil
nulovy bod k sestaveni tabulky, kterd zkoumé chovani vyrazu |r — 2|

na danych podintervalech, ale zadné dalsi kroky v feSeni neuvadi.

e Dva studenti predpokladali, Ze v zadani je graf, ktery vznikl posunutim
grafu y = |z| a aplikovali na tento graf spravné posunuti, které posune
vrchol do stejného bodu, jako ma graf ze zadani. Jeden z nich si kromé
toho jesté urcil i monotonii funkce ze zadani, ale tuto informaci nijak

dale nevyziva.

e Pét studentii si rozdélilo definiéni obor na podintervaly, spravné naslo
predpisy linearnich funkei na téchto intervalech a sestavily predpis funkce

ze zadani za pomoci absolutni hodnoty.

e Ctyii studenti identifikovali spravng, Ze jde o posunuti grafu y = |2

a spravné pouzili posunuti tohoto grafu dle zadani.

e Osm studentt si vytvorilo pomocny graf, ktery ma vrchol na ose x, u kte-
rého spravné nasli linearni funkei, na kterou aplikovali absolutni hodnotu.
Nésledné tento pomocny graf spravné posunuli tak, aby se shodoval s gra-

fem ze zadani.
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4.6.2 Druha uloha

Druhy graf je z kategorie funkci, se kterymi studenti na hodinach mate-
matiky pracovali, ale opét jenom ve smyslu hledani grafu funkce k zadanému
predpisu. Predpis funkce je opét sestaven jenom z linedrnich vyraziu a u fe-
Seni této tlohy jsem ocekavala spravnou aplikaci absolutni hodnoty na trovni
aritmetické definice.

Zadani a teSeni 2. Napiste predpis funkce za pomoci absolutni hodnoty.

Sviij postup, prosim, podrobné zdivodnéte.

7

Obrazek 33: Druhy test - druhy graf

predpis této funkee je y = 2z + |z|.

Zakovské FeSeni

Uspé&snost u této tlohy byla v porovnéni s ostatnimi tilohami vysoké (Ta-
bulka 13). I kdyZz mélo byt zadani pro studenti snadné&jsi, byli i studenty, kteii
se nepokusili vyTesit zadani zadnym zptsobem.

Nekolik studentii si opét uréilo (spravné) jenom vlastnosti grafu ze zadéani
a dale v TeSeni nepokracovali. Tito studenti si urcili prisecik s oso x a mono-

tonii funkce. Taky se objevilo TeSeni, které vyuziva spravny postup, student



4.6 Druhy test 67

Tabulka 13: Uspénost - druhy test druhé tloha

Pocet studentu | Procenta

spravné fesen{ 16 59,26%

nespravné feseni 11 40,74%

si spravné urcil predpisy funkci pro kladné i pro nezaporna cisla z definic-
niho oboru, ale pfi sestavovani predpisu pro cely defini¢ni obor se vice zaméril
na zaporné hodnoty a uvedl nespravny predpis y = |z|—|2z|. Néasledné student
neudélal kontrolu pro ¢isla nezaporna a své feSeni uz neupravil.

Mezi spravnymi feSenimi se objevily dva postupy, které studenti vyuzivali.
Prvni postup vyuzival strategii rozdéleni defini¢niho oboru na zaporna a ne-
zaporna cisla. Na téchto podmnozinach definiéniho oboru studenti nasledné
hledali predpisy funkci. Tento krok se podafilo udélat spravné vsem studen-
tum, kteri si zvolili tento postup. Dalsi kroky reSeni se u této skupiny studenti
lisily. Prvni ¢ast studenti po sestaveni téchto predpisti uz nedokazala pouzit
vlastnosti absolutni hodnoty k tomu, aby vytvorili predpis pro cely defini¢ni
obor a ve svém fFeSeni dale uz nepokracuji. Druh4 ¢ast studenti, ktera pokra-
¢ovala, byla ve vét§iné pripadu tispésna a povedlo se jim nalézt predpis funkce
za pomoci absolutni hodnoty pro funkci ze zadani.

Zduvodnéni krokt feSeni studentii u této tilohy bylo pomérné skoupé, a v fe-
Senich se ¢asto objevovaly spravna feSeni hned po urceni predpisu funkei na pod-
mnozinach defini¢niho oboru bez hlubstho zdtuvodnéni. Z hlediska hloubky zdu-
vodnéni tvorby predpisu funkce pro cely defini¢ni obor se objevovaly napiiklad
nasledujici popisy feSeni (Obr. 34).

Tato tloha byla snadné a z pohledu strategii neposkytovala az tolik pro-
storu, jako nékteré dalsi ulohy. Studentské feseni zahrnovaly jenom nasledujici

strategie feseni (Tabulka 14):
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Obrézek 34: Sestrojeni spravného feSeni ze dvou predpist
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Tabulka 14: Strategie - druhy test druha uloha

Strategie Pocet studentti | Procenta
7adné reseni 2 7,41%
zkouméni vlastnosti grafu 2 7,41%
urcovani predpisu po rozdéleni 23 85,19%

Shrnuti

Vyuziti absolutni hodnoty u této tlohy bylo priméarné zamérené opét na kon-
strukci vyrazu, ktery bude mit nékteré pozadované vlastnosti funkei, pro ne-
zaporna c¢isla jiné nez pro c¢isla zaporna.

Ze sedmnécti studenti, ktefi ve svém feSeni néjakym zptsobem vyuzivali
absolutni hodnotu, jeden jediny student nesestavil pomoci absolutni hodnoty
vyraz dle vlastnosti, které potireboval a tento vyraz byl feSenim jenom pro ¢ast
defini¢niho oboru. Ostatni studenti cilené a spravné vyuzili vlastnost absolutni
hodnoty a zkonstruovali pozadovany vyraz danych vlastnosti.

7 hlediska strategii a chybovosti se daji studenti rozdélit do nasledujicich

skupin:
e Dva studenti se ani nepokusili ilohu né€jakym zptsobem vytesit.

e Dva studenti spravné urcili vlastnosti grafu ze zadani, ale déle ve svém

feSeni nepokracovali.

e Jeden student si rozdélil definiéni obor na zaporna a nezéporna c¢isla a
na kazdé podmnoziné spravné vytvoril predpis linearni funkce, ale pii se-
stavovani predpisu pro cely defini¢ni obor udélal chybu, kterou neodhalil

a uvadi tedy nespravné reseni.

e Sest studentu si rozdélilo defini¢ni obor a naglo spravné piedpis funkce
pro zaporné i nezaporné hodnoty z defini¢niho oboru (vsichni uvadi pred-

pisy y = x ay = 3x), ale nasledné neuvadi zadné dalsi kroky svého feseni.

e TTi studenti si rozdélili definiéni obor, nasli spravné predpisy linearnich

funkci na téchto intervalech a spravné sestavili i predpis funkce za po-
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moci absolutni hodnoty pro cely defini¢ni obor. Tito studenti ale uvadi
i predpis funkce pro zaporné hodnoty ve tvaru y = —|z| namisto funkce

y x, kterou uvadi vétsina studenti.

e Trinact studenti naslo spravné predpis funkce ze zadani a vyuzivaji
ve svém hledani rozdéleni definicniho oboru na zaporna a nezaporna
¢isla, nasledné uvadéji predpisy pro funkce na téchto intervalech (y = z
a y = 3x). Jako posledni krok svych feseni uvadi spravny predpis pro

cely defini¢ni obor.
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4.6.3 Treti tloha

Treti graf, ktery byl studentim predlozen, byl ze skupiny grafu, které stu-
denti z hodin matematiky znaji, ale jenom z hledéni grafu k predpisu funkce.
Tento graf ma v predpisu soucet nebo rozdil dvou (nebo vice) absolutnich
hodnot linearnich vyrazi. U tohoto druhu funkce pii prvnim testovéani vznikla
jenom ¢tyti spravna studentské feSeni. Zarazeni grafu hned jako tfetiho v po-
fadi je z diivodu (kromé jeho predpokladané nizsi obtiznosti) navaznosti na graf
z prvniho a druhého zadani, kde studenti méli pred sebou podobny typ funkce.

Zadani a reSeni

3. Napiste predpis funkce za pomoci absolutni hodnoty. Svij postup, prosim,

podrobné zduvodneéte.

Obrazek 35: Druhy test - treti graf

Piedpis funkce je y = |x — 3| + |z — 5].

Zakovské FeSeni

Pocet spravnych teSeni byl vyssi, nez jsem pii zadavani tlohy ptredpokla-
dala (Tabulka 15). Spravny predpis této funkee za pomoci absolutni hodnoty
sestavila vic nez polovina studentii.

Reseni studentiit opét obsahovalo nékolik strategii, které se vyskytovaly

i v prvnim testu, ale v nékolika pripadech se objevila i strategie nova, a to
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Tabulka 15: Uspésnost - druhy test tfeti tloha

Pocet studentu | Procenta

spravné fesen{ 15 53,57%

nespravné feseni 12 46,43%

hledani predpisu funkce za pomoci tabulky zkoumani chovani vyrazu v abso-
lutni hodnoté. Linearni vyrazy, u kterych bylo toto chovani zkouméno, byly
vytvoreny z nulovych bodu grafu. V dalsim kroku na danych intervalech byly
vytvoreny (dle chovani absolutni hodnoty z tabulky) pfedpisy linearnich funkei
a nasledné sestaven pfedpis za pomoci absolutni hodnoty pro celou funkci

tak, aby vyhovovala zadani (Obr. 36).
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Obrazek 36: Tabulka pro absolutni hodnoty

Dalsi strategie feSeni byla zaloZena také na urceni nulovych bodu a na-
slednym sestavenim dvou linearnich vyrazi, které budou v kone¢ném predpisu
funkce v absolutni hodnoté, ale v tomto piipadé bylo studentovi jasné, ze
nepotiebuje k zjisténi znaménka (plus nebo minus), které mu mezi témito
vyrazy chybi, najit pfedpis jednotlivych funkci na rtznych intervalech definic-
niho oboru. Vyzkousel obé kombinace, které podle néj byly mozné, a vybral tu
spravnou (Obr. 37).

V odevzdanych fesenich se objevil i postup, pfi kterém nastalo rozdéleni de-
finiéniho oboru na t¥i podmnoziny a néasledné hledani predpisu funkce na kaz-

dém z téchto intervali bez vyuziti tabulky pro zkouméni chovani absolut-
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Obrézek 37: Vyuziti nulovych boda

nich hodnot na téchto podmnozinich. K sestaveni celkového predpisu funkce
z téchto ti1 dil¢ich intervala byl pouzit predpis z intervalu (3, 00) a nasledovala

kontrola spravnosti predpisu pro zbylé dva intervaly (Obr. 38).

2. graf

Obrazek 38: Nalezeni predpisu za pomoci rozdéleni na intervaly

V jednom z TeSeni jsou vyuzity spravné nulové body na sestaveni vyrazu
(x—3) a (x—5), bohuzel se studentovi nepodafilo spravné sestavit predpis pro
celou funkcei. Student mezi tyto vyrazy vybral znaménko minus z duvodu, ktery
neuvedl a ani se nepokusil udélat zpé&tnou kontrolu dosazenim néjakych hodnot

7 defini¢niho oboru.
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Neékolik studentit zacalo Tesit tlohu urcovanim vlastnosti funkce ze za-
déni, (nejéastéji uréovali monotonii), a tyto vlastnosti se snazi dal vyuzit k na-
lezeni predpisu linearnich funkci po rozdéleni definiéniho oboru. Jeden student,
kterému se nepodafilo najit pfedpisy lineadrnich funkci na podmnozinach defi-
ni¢niho oboru, jenom uvedl, ze v predpisu funkce ze zadani bude urc¢ité soucet
dvou absolutnich hodnot, protoze na poslednim intervalu se musi secist dvé x.

Objevily se i TeSeni, ktera vyuzivaji prekresleni grafu na graf pomocny
(opét se jedna o dokresleni grafu do tvaru V tak, aby vrchol lezel na ose x), tato
feseni predpokladaji, ze graf ze zadani mizeme dostat posunutim grafu y = |z|.
Na tuto funkci, kterou si vybrali, spravné aplikuji posunuti grafu zptisobem,
aby mél vrchol v bodé [4, 0] (jako jejich pomocny graf), bohuzel si ale spravnost
svého TeSeni nijak neoveri.

Riznorodost postupti a strategii byla v této tloze skutecné velika a studenti
se snazili nékdy odhalit spravné feSeni i vicero zptusoby. Strategie, které byly

pouzity, i s po¢tem jejich vyskytu uvadi nasledujici tabulka (Tabulka 16).

Tabulka 16: Strategie - druhy test treti loha

Strategie Pocet studentti | Procenta
7adné feseni 1 3,57%
zkouméani vlastnosti grafu 5 17,86%
vyuZziti posunuti grafu 10 35,71%
nulové body 8 28,57%
urcovani predpisu po rozdéleni 11 39,29%
tabulka 4 14,29%
rozdéleni definiéniho oboru 19 67,86%
piekresleni ¢asti grafu 3 10,71%

Shrnuti

P1i feseni této tlohy az dvacet studentii néjakym zptisobem pouzilo abso-
lutni hodnotu ve svém feSeni.

Osm studenti vyuziva absolutni hodnotu na sestaveni vyrazu z nékolika

predpisii tak, aby vyhovovalo zadani. Tito studenti spravné vyuzivaji vlastnosti
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absolutni hodnoty k sestaveni vyrazu pozadovanych vlastnosti.

Osm studentt vyuziva pri feSeni nulové body z grafu k sestaveni predpisu
funkce. Pii praci s nulovymi body aplikuji geometrickou interpretaci absolutni
hodnoty a jeji vlastnost, ze v nulovém bodé absolutni hodnoty graf méni své
chovéni.

Tt studenti pracuji s posunutim grafu y = |z|, coz dokazuje spiSe jejich
znalosti o zméné funkénich hodnot pfi daném posunuti. Jeden student vyuziva
vlastnost, ze pro kladnéa ¢isla se znaménko absolutni hodnoty neméni, a proto
pro nezapornd ¢isla defini¢niho oboru je soucet |z| + |x| roven 2z.

U této tlohy se objevilo nadprimérné mnozstvi studentskych strategii
i z toho duvodu, Ze vicero z nich se navzijem doplhuji. Kazdy postup ale

prinesl jiny druh chyb a ovlivnil i tspésnost feseni studenta, a to nasledovné:

e Jeden student se nepokusil vyfesit zadani zddnym zptisobem.

e Jednomu studentovi se nepodarilo po rozdéleni na intervaly nalézt pred-
pisy funkei na téchto intervalech, jenom uvedl, Ze v predpisu funkce bude

soucet dvou absolutnich hodnot.

° étyfi lidé si defini¢éni obor rozdélily na podmnoziny a povedlo se jim
najit spravny pfedpis funkce na kazdé jedné podmnoziné, ale dale tilohu

uZ neresili.

e 'TTi lidé si urcili nékteré z vlastnosti grafu a rozdélili si definiéni obor na

podmnoziny, ale dale tlohu nefesi.

e Jeden studen si uré¢il vlastnosti funkce, pak rozdélil defini¢ni obor na
podmnoziny a pokusil se najit predpisy na téchto intervalech, které ale

nebyly spravné ani na jednom z intervalt.

e Jeden student urcil jenom vlastnosti funkce z grafu a dalsi postup svého

feSeni neuvedl.

e TTi studenti si dokreslili graf na graf pomocny tak, aby mél tvar V a vr-
chol mél na osu z. Nasledné (spravné) ve svém feSeni pouzivaji posunuti

grafu y = |z|, které ale nevede k spravnému reSeni.



4.6 Druhy test 76

e Jeden student za pomoci nulovych bodu spravné uréil, ze predpis funkce
bude sestaven z vyrazu |x — 3| a |z — 5|, ale nespravné urcil, ze ptjde

o jejich rozdil.

° étyfi lidi si po rozdéleni defini¢niho oboru sestavili tabulku pro zkoumani
chovani vyrazi |z —3| a |x—>5]| na téchto podmnozinach. Nésledné spravné
vypocitali predpisy funkei na jednotlivych intervalech a spravné sestavili
i predpis funkce za pomoci absolutni hodnoty pro zadany graf. Jeden

z nich si jesté na zacatku urcil vlastnosti funkce ze zadani.

° Ctyfi studenti po rozdéleni defini¢niho oboru na intervalu zjistili predpisy
funkci na téchto intervalech bez tabulky a nasledné spravné urcili predpis

funkce pro cely defini¢ni obor.

e Sedm studentt si urcilo nulové body, ze kterych sestavili vyrazy |z — 3|
a | — 5| a nasledné avahou vybrali spravné mezi tyto vyrazy znaménko

plus.
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4.6.4 Ctvrta tloha

étvrty v poradi byl graf, ktery ma v prepisu jenom linearni vyrazy a ab-
solutni hodnoty, které jsou do sebe vnotené. Tento druh grafu dostali studenti

i v prvnim testu a spravné ho vytesilo jenom Sest studentii.

Zadani a reSeni
4. Napiste predpis funkce za pomoci absolutni hodnoty. Svij postup, prosim,

podrobné zdivodnéte.

Obrazek 39: Druhy test - ¢tvrty graf

Piedpis této funkece je y = —|||Jx — 3| — 1| — 2|.

Zakovské reSeni
Uspésnost Teseni byla vyssi, nez u stejného typu zadani v prvnim testovani

(Tabulka 17).

Tabulka 17: Uspé&nost - druhy test ¢tvrta tloha

Pocet studenti | Procenta

spravné reseni 12 46,43%

nespravné feseni 15 53,57%

Tti studenti se nepokusili zadani vyfesit zadnym zpusobem. Ostatni stu-
denti vyuzivali strategie, které se v studentskych feSenich objevovali uz né-
kolikrat. V porovnani s predchozim testem je vidét, ze vic studentt vyuziva

ve svém TeSeni i nékolik strategii k nalezeni spravného feSeni v pripadé, Ze jimi
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prvotné zvolena strategie neni pro dany druh zadani vhodna.

V studentskych teSenich se nejcastéji objevovala strategie hledani pred-
pisu funkce za pomoci funkce y = |x|, konkrétné hledani jeji posunuti tak,
aby po nékolika posunutich a aplikaci absolutni hodnoty vnikl graf ze zadani.
mocny graf, ktery je ve tvaru V. Zdiavodnéni studentii u téchto fesenich bylo
vzdy témér stejné. Studenti predpokladali, Ze zadany graf lze sestrojit z grafu
absolutni hodnoty z z (na zakladé pomocného grafu) a nésledné se snazili
aplikovat posunuti na graf y = |z| dle svého uvézeni, aby dostali pozadovany

vysledek (Obr. 40).

| = potuie 02 fo s

‘ ‘\« (1x-2) ’4> /
& o leduoh o \/V\

Obrazek 40: Posunuti grafu y = ||

Objevilo se i feseni, ve kterém nebyl vytvoren zadny pomocny graf, a stu-
dent zacal hned hledat posunuti grafu y = |z|.

Dalsi studentské feseni bylo nejprve zalozeno na nalezeni nulovych bodi, se-
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strojeni linearnich vyrazi za pomoci téchto bodu a vytvoreni tabulky pro zkou-
méani chovani absolutni hodnoty z téchto vyrazi na zvolenych intervalech (Obr.
41). Student nakonec usoudil, Ze si nezvolil vhodnou strategii a nakonec se-
strojil spravné feseni za pomoci hledani posunuti a aplikace absolutni hodnoty
na graf funkce y = |z|.

V nékolika Tesenich se opét ukizalo, ze nékteii studenti maji problém praco-
vat s posunutim grafu, a i kdyz jejich strategie feSeni byla spravna, nepovedlo
se jim najit spravné predpisy vytvorené posunutim zvoleného grafu.

Objevilo se i TeSeni, ve kterém student odhalil, Ze hledany predpis bude
ve tvaru minus absolutni hodnota z néjakého vyrazu, protoze cely graf ze za-
déni ma zaporné funkéni hodnoty, ale nebyl schopen pouzit Zadnou strategii

k nalezeni tohoto vyrazu.

@ X'éCdJDlO)
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Obrazek 41: Zkouméani

U tohoto zadani byli studenti skutecné tvorivi a snazili se vyuzit veliké
mnozstvi postupii k nalezeni spravného teSeni, coz zobrazuje nasledujici ta-

bulka (Tabulka 18):
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Tabulka 18: Strategie - druhy test ¢tvrta uloha

Strategie Pocet studentti | Procenta
zadné feSeni 3 10,71%
zkoumani vlastnosti grafu 3 10,71%
vyuziti posunuti grafu 14 51,85%
nulové body 1 3,57%
urcovani predpisu po rozdéleni 3 10,71%
tabulka 1 3.57%
rozdéleni definiéniho oboru 4 14,81%
prekresleni ¢asti grafu 12 44,44%

Shrnuti

U tohoto zadani pracovalo ¢trnact studentt s absolutni hodnotou spravné.
Vgichni vyuzili ve svém TeSeni néjakym zpusobem jeji vlastnost, ze je vzdy
nezaporna, a dokizali tuto vlastnost propojit s aplikaci na graf funkce.

Jeden student pri feSeni pouzil absolutni hodnotu nespravné. Pri pouziti ab-
solutni hodnoty na predpis funkce ve svém feseni prekreslil graf funkce z klad-
nych do zapornych a ze zapornych do kladnych hodnot oboru hodnot. Tento
krok by mohl naznacovat, ze student chéape absolutni hodnotu jako pravidlo
zmény znaménka.

7 pohledu studentskych postupii feSeni, chybovosti a strategii, vytvorili

studentské prace tyto skupiny:
e TTi lidé se nepokusili o vyTeseni tlohy zadnym zptisobem.

e Jeden student jenom napsal sviij predpoklad, Ze vysledny predpis funkce
bude ve tvaru —|...| z diivodu, ze graf ze zadani méa obor hodnot jenom
zaporna Cisla, ale nepokusil se najit vyraz v absolutni hodnoté zadnym

zpusobem.

e T1i lidé jenom urcili vlastnosti grafu ze zadani a déle v TeSeni nepo-

kracovali. Vétginou §lo o monotonii a funkéni hodnoty ve vyznamnych
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bodech, jeden student vyznacil pravy thel mezi jednotlivymi tseckami

grafu.

e Jeden student si rozdélil definiéni obor na Sest podmnozin a na kazdé
z nich si urcil spravné predpis linearni funkce, dale v feseni nijak nepo-

kracoval.

e Dva studenti si nejprve rozdélili defini¢ni obor na 6 podmnozin a nasledné
urcili spravné jednotlivé predpisy linearnich funkei na téchto intervalech.
7 téchto informaci se jim nepovedlo sestrojit predpis funkce ze zadani, tak
si prekreslili graf na pomocny graf tvaru V a za pomoci posunuti grafu
y = |z| a vyuziti absolutni hodnoty sestrojili spravné predpis funkce

pro cely defini¢ni obor.

e Devét studentu prekreslilo graf ze zadédni na pomocny graf ve tvaru V
a nasledné sestavilo za pomoci posunuti a absolutni hodnoty pozadovany

predpis grafu ze zadani spravné.

e Jeden student vyuzil nulové body k sestaveni vyrazii, které predpokladal,
ze bude graf ze zadani mit ve svém predpisu. Nasledné si sestavil tabulku,
ve které zkoumal chovani absolutni hodnoty z téchto vyrazii na danych
podmnozinach defini¢niho oboru. V prubéhu feSeni této tlohy student
usoudil, Ze si nezvolil spravnou strategii a rozhodl se najit predpis funkce
za pomoci posunuti a aplikace absolutni hodnoty na graf funkce y = |z|

a sestrojil predpis funkce ze zadéni za pomoci absolutni hodnoty.

e Dva studenti si piekreslili graf do pomocného tvaru V a nésledné se
snazili najit posunuti grafu y = |z| tak, aby dostali zadany graf, bohuzel
ale posunuti grafu neaplikovali spravné a predpis se jim nepodaiilo najit.
Kroky, ve kterych pouzivali absolutni hodnotu, maji spravné, jenom byla

aplikovana na nespravny predpis.

e Jeden student bez prekresleni grafu hned na zacatku svého feseni usoudil,
ze graf muzeme ziskat z grafu y = |z|, ale nepovedlo se mu spravné pouzit

ve svém TeSeni ani posunuti grafu ani absolutni hodnotu.
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4.6.5 Pata aloha

Paty graf, ktery studenti dostali byl ten samy, ktery dostali uz v prvnim
testu. Béhem prvniho testovani byl zarfazen jako druhy, z divodu vyssi ob-
tiznosti, protoze tento druh grafu neméli studenti Sanci na bé&znych hodinach
matematiky potkat. Zadani bylo zarazeno do testovani podruhé z davodu po-
rovnani uspésnosti studentskych feseni alesponn u jedné tdlohy bez zmény za-
dani.

Zadani a reSeni

5. Napiste predpis funkce za pomoci absolutni hodnoty. Sviij postup, prosim,

podrobné zduvodneéte.

| N AN

Obrazek 42: Druhy test - paty graf

Tzl

Predpis této funkce je y = nebo y = sin——.

sinz+sin|z|
2
Zakovské reSeni
Béhem prvniho testovani nasli spravny predpis funkce za pomoci absolutni
hodnoty pro graf ze zadani jenom t¥i studenti. P¥i opétovném feSeni tispésnost

feSeni nijak vyrazné nevzrostla (Tabulka 19).

Tabulka 19: Uspésnost - druhy test pata tloha

Pocet studenti | Procenta

spravné reseni 5 18,52%

nespravné feseni 22 81,48%

Spravné reSeni byly nalezeny stejnou strategii, jako u prvniho testovani.

Studenti si rozdélili definiéni obor na ¢isla zaporna a nezaporna, pro kazdou
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podmnozinu nasli zvlast predpis funkce a nasledné sestavili predpis pro cely
defini¢ni obor vhodnym pouzitim vlastnosti absolutni hodnoty.

Opét se objevilo feseni, které uvadi jenom vlastnosti zadané funkce (lokalni
maxima a minima, periodu, monotonii) a student neuvadi zadné dalsi kroky
svého TeSeni.

Nékolik studenttt se dopracovalo k nalezeni predpisu jedné, nebo obou
funkci po rozdéleni definiéniho oboru. V jednom z feSeni uvadi student ne-
spravny predpis pro funkci ze zadani na zakladé pomérné chabého zduvod-
néni, ve kterém se snazil vyuzit zménu chovani funkce v nulovém bodé (zfejmé
z toho divodu na nulovy bod aplikoval absolutni hodnotu) a propojit ho se si-
nusoidou, ale nakonec usoudil, Ze pfedpis spravny neni a své feSeni preskrtnul.

(Obr. 43).
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Obrazek 43: Pokus o aplikaci absolutni hodnoty s vyuzitim nulového bodu
Z hlediska postupt studenti vyuzili jenom strategie z tabulky (Tabulka 20).

Tabulka 20: Strategie - druhy test pata tloha

Strategie Pocet studenti | Procenta
zadné TeSeni 12 44.,44%
zkouméani vlastnosti grafu 1 3,70%
nulové body 1 3,70%
urcovani predpisu po rozdéleni 13 48,15%
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Shrnuti

Aplikace absolutni hodnoty v tomto pfipadé nebyla riznoroda a studenti
ji vyuzili jenom na algebraické sestrojeni vyrazu, ze kterého chceme hodnotu
sinus. V porovnani s pfedchozim testem se podarilo timto zpisobem apliko-
vat absolutni hodnotu dvéma studenttim, ktefi béhem prvniho testovani nasli
jenom piedpisy funkci pro kladna a nezaporné ¢isla a dale v feSeni nepokraco-
vali.

Jeden student se ziejmé pokusil vyuzit zkuSenost z predchoziho prikladu,
ve kterém absolutni hodnota byla vazana na nulovy bod funkce, ve kterém
ménila monotonii, ale jeho postup nevedl k spravnému feSeni.

Uloha byla celkové mélo pestra i na riznorodost studentskych feseni a po-

stupt:
e Dvanéct studentt se nepokusilo zadani vyfesit zadnym zptsobem.

e Pét studentu vyresilo zadani spravné, za pomoci rozdéleni defini¢niho
oboru na zaporna a nezaporna ¢isla, nasli spravny predpis funkci na téchto
intervalech a nasledné spravné sestavili pfedpis funkce pro cely defini¢ni

obor.

e Jeden student si urcil vlastnosti funkce ze zadani a déale v feSeni nepo-

kracoval.

e Sedm studentt si rozdélilo defini¢ni obor na zdporna a nezaporné ¢isla,
na obou intervalech spravné naslo predpis funkce, ale v feSeni tlohy ne-

pokracovali.

e Jeden student si rozdélil definiéni obor a uvedl, Ze pro kladna disla se

jedné o sinusoidu.

e Jeden student identifikoval v zadani graf funkce y = sin(x) a snazil se
vytvorit pomoci této informace predpis pro cely defini¢ni obor. Ve svém
feSeni se pokusil pouzit i jeden z nulovych bodiu grafu, ale spravné reseni

se mu nepodafilo najit. Své nespravné feseni po uvéazeni skrtnul.
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4.6.6 Sesta tloha

Poslednim grafem v tomto testu byl typové graf, se kterym se uz studenti
takeé setkali pti feSeni prvniho testu. Jedné se o graf, ktery z hodin matematiky
neznaji, a ktery ma ve svém predpisu kvadraticky clen.

Zadani a reSeni

6. Napiste predpis funkce za pomoci absolutni hodnoty. Svij postup, prosim,

podrobné zdivodnéte.

Obrazek 44: Druhy test - Sesty graf

Piedpis funkce je y = = - |z — 2|.
Zakovské reseni
Ve druhém testovani tispésnost feSeni u tohoto typu zadani mirné vzrostla

(Tabulka 21).

Tabulka 21: Uspé&snost - druhy test Sesta tloha

Pocet studenti | Procenta

spravné reseni 4 14,81%

nespravné feseni 24 85,19%

Ze vSech odevzdanych TeSeni sedm studenti tlohu nefeSilo. Spravné re-

Seni, ke kterym se tspésni fesitelé tlohy dopracovali, vznikala dvéma zptusoby.
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Prvnim zptisobem bylo urceni a vyuziti nulovych boda funkce z grafu.
Po urceni nulovych bodu tito studenti nasli predpis funkce ve tvaru soucinu
a nasledné aplikovali spravné absolutni hodnotu na jeden z ¢initelt soucinu.
Zduvodnéni, pro¢ je absolutni hodnota pravé u vyrazu (r — 2) a ne u z, bylo
ve v8ech FeSenich popsano zménou chovani funkce v nulovém bodé 2 (Obr. 45).

§

4

Obrazek 45: Zduvodnéni pouziti absolutni hodnoty

Pouziti nulovych bodii se objevilo i v jiném feSeni, ale student ho vyuzil
jenom k nalezeni predpisu pomocného grafu y = (x—2)-(z—0), ktery si vytvoril
v pribéhu svého feseni tlohy, a s absolutni hodnotou viibec nepracuje.

Druhy zptsob, ktery byl pouzit k odhaleni spravného feseni, bylo vytvoreni
a hledani predpisi pomocnych grafii a naslednéd tprava nalezeného predpisu
tak, aby vyhovoval predpis grafu ze zadéani (Obr. 46).

Nekolik dalsich studenti si zvolilo stejnou strategii prekresleni grafu. Vét-
Sina téchto studentii uvadi ve svém feseni alespon informaci, Ze vysledny pied-
pis bude souviset s grafem funkce y = 2%. Nékolik studentti se snazi vyuzivat

posunuti grafu k nalezeni predpisu alespon na néjaké ¢éasti definicniho oboru.



4.6 Druhy test 87

ol i \“, 15( 5 ’\\ + ( X
- v . ’ 9
&ﬂ -y ".:& '\zf}, % ‘t—x ¥ =/ l .,

r
. _—

Obrazek 46: Spravné teseni

Jedno z téchto FeSeni uvadi i predpis obou funkeci (po rozdéleni defini¢niho
oboru) nalezenich posunutim, autor ale udélal chybu v posunuti a predpisy
neodpovidaji zadéani. Bez ohledu na spréavnost pouziti posunuti o dalsi krok,
ve kterém by aplikoval absolutni hodnotu na predpisy funkeci na téchto pod-
mnozinach definiéniho oboru, se ani nepokusil (Obr. 48).

V nékterych teSenich studenti po prekresleni grafu nalezli predpis jedné
z pomocnych funkei, ale dale nedokazali ve svém TeSeni pokracovat. Nejcastéj-
§im divodem byl vybér posunuti funkce y = 2%, kterym se fesitel dostal do
slepé ulicky a nebylo v jeho schopnostech provést dalsi upravy prepisu funkce

posunutim (Obr. 47) nebo neschopnost aplikovat absolutni hodnoty
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Obrazek 48: Chybny predpis funkce vy-
Obrézek 47: Posunuti
tvofeny posunutim
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Obréazek 49: Absence pouziti vlastnosti absolutni hodnoty

U této ulohy se neobjevily zadné nové strategie reseni, které by uz predtim
studenti nevyuzivali v pfedchozich zadanich. Nasledujici tabulka (Tabulka 22)

zobrazuje alespon Cetnost vyskytu jednotlivych strategii.

Shrnuti

Absolutni hodnotu v této tloze pii svém reSeni pouzilo Sest studenti. Dva,
lidi s ni pracovali jenom pii posouvani grafu v krocich, kde potiebovali dostat
funkéni hodnoty grafu do nezapornych hodnot, coz zna¢i propojeni vlastnosti
absolutni hodnoty s jeji grafickou interpretaci.

étyfi lidi vyuzili absolutni hodnotu k sestaveni vyrazu pozadovanych vlast-
nosti z pomocného predpisu (vytvoreného z predpisu pomocné funkce nebo

za pomoci nulovych bodi) dle potieby zadéani, na zékladé zmény chovani
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Tabulka 22: Strategie - druhy test Sesta tloha

Strategie Pocet studentti | Procenta
zadné reseni 7 25,23%
posunuti 16 59,26%
nulové body 3 11,11%
dokreslen{ 12 42.86%
rozdéleni na intervaly ) 18,52%

funkce v nulovém bodé 2 a odhaleni spojitosti mezi timto bodem a umist-
nénim absolutni hodnoty do predpisu funkce. Tito studenti chapou absolutni
hodnotu dle geometrické definice a uvédomujf si zménu chovani funkce s abso-
lutni hodnotou v jeji nulovém bodé.

Resent studentit se da rozdglit dle chybovosti, vybéru strategie a tspésnosti

feSeni nasledujicim zptisobem:

e Dva studenti jenom identifikovali, Ze feSeni bude néjakym zptisobem sou-

viset s y = —2? a déle ve svém FeSeni nepokracovali.

e Dva studenti se pokusili graf prekreslit a nespravné urcili predpis po-
mocného grafu. Namisto y = (x — 1)? uvadi predpis y = (z + 1)? a dale

v TeSeni nepokracovali.

e TTi studenti za pomoci nulovych bodu spravné urcili predpis grafu ze za-

déani.

e Jeden student urcil spravné predpis funkce ze zadani vytvorenim pomoc-
nych grafii na podintervalech definiéntho oboru a pomoci posunuti grafu
y = 22 naléza jejich predpis, ktery nasledné upravuje a aplikuje spravné

absolutni hodnotu tak, aby pfedpis odpovidal grafu ze zadani.

e Pé¢t studentil jenom uréilo, ze v piedpisu bude 22 a dale v feSeni nepo-

kracovalo.

e Jeden student vyuziva nulové body k nalezeni pomocné funkce, ale dale

s ni nijak nepracuje.
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e Jeden student spravné urcil predpis pomocné funkce, ale ve svém reseni
uvadi, ze vysledny efekt zlomeni funkce v bodé 2 dostane pfipsanim —1

k nalezenému predpisu pomocné funkce.

e Jeden student si vytvoril pomocny graf a nasledné sestrojil jeho predpis

y = (2?2 — 1) — 1, ale dale ve svém feSeni nepokracuje.

e Jeden student si vytvoril pomocny graf a nasledné sestrojil jeho predpis

y = (22 — 1) + 1, ale déle ve svém FeSeni nepokracuje.

e Jeden student si rozdélil defini¢ni obor a snazil se nalézt predpisy funkci

na téchto intervalech, ale nespréavné pouzil posunuti funkce.

e Dva studenti nagli spravné predpis pomocné funkce y = |22 — 1].
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4.7 Diskuse

Prace zéku a studenti s absolutni hodnotou a hledanim predpisi funkce
z grafu je v dostupné literatuie zpracovana jenom v malém mnozstvi. Cilem
této kapitoly je shrnout a konfrontovat praci mych studenti s vysledky doméa-

cich a zahrani¢nich vyzkumu a tim naplnit cile mého vyzkumu.

1. Jaké nejcastéjsi druhy chyb studenti délaji pri hledanim pred-

pisu funkce z grafu?

Chyby studentti bych nejprve rozdélila na dvé ¢asti. Na chyby pri praci

s absolutni hodnotou a chyby pii praci s funkcemi.

P1i praci s absolutni hodnotou se vyjimecéné vyskytly chyby v jeji gra-
fické interpretaci (absolutni hodnota z né&jaké funkce zpisobi zobrazeni
kladné ¢asti grafu do zapornych hodnot a naopak) a taky chyby v celkové
predstavé o absolutni hodnoté (vSechny grafy funkei s absolutni hodno-
tou musi mit tvar V). Ve vét§iné piipadu studenti pracovali s absolutni

hodnotou bez chyby.

P1i praci s funkcemi se studenti nejc¢astéji dopoustéli chyb pii sestrojent
predpist linearnich nebo kvadratickych funkei, které vychazely z nesprav-
ného pouziti posunuti grafu funkce. Na druhou stranu studentiim nedéla
problémy spravné urcovat vlastnosti funkei z grafu nebo urcit pruseciky

grafu s osou.

2. Jaké strategie reSeni studenti zvolili nejcastéji k hledani pred-

pisu funkce?

Nejcastéjsi strategii pro feSeni uloh, ve kterém student musi najit pred-
pis funkce z grafu, bylo rozdéleni defini¢niho oboru na podmnoziny nebo
prekresleni grafu funkce tak, aby se studentiim hledal pfedpis funkce
snadnéji. Toto rozdéleni nebo piekresleni bylo ovlivnéno tvarem grafu.
Studenti volili rozdéleni na podmnoziny nebo prekresleni tak, aby dale
pracovali se snadnéjsim tvarem grafu, jako je naptiklad primka, para-

bola, sinusoida nebo jiné kiivka, se kterou jsou zvykli pracovat.
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V feSenich se casto objevovala i snaha o nalezeni pomocného grafu,
na ktery by stacilo aplikovat néjaka posunuti (spojené piipadné s aplikaci
absolutni hodnoty) tak, aby vznikl pozadovany graf. Tento pomocny graf
vznikal prekreslenim grafu ze zadani (na néjaké ¢asti defini¢niho oboru)
nebo jako graf na podmnoziné (po rozdéleni) defini¢niho oboru zadané

funkece.

Dalsi strategie, kterd se objevovala ve velikém mnozstvi studentskych
feSeni, bylo urcovani vlastnosti grafu funkce. Nejcastéjsi vlastnosti bylo
urcovani a vyuziti monotonie a prisec¢ikia s osou x (nulové body), nebo
urcovani funkénich hodnot v nékolika bodech definiéniho oboru. Pted-
pokladam, ze tuto strategii si veliké mnozstvi studenta vybralo, protoze

jsou z hodin matematiky zvykli na urcovani vlastnosti funkce z grafu.

3. Do jaké miry studenti dokdZou své znalosti o absolutni hodnoté

a funkci aplikovat pro né v netypickych talohach?

Ze vsech TeSeni, ve kterych byla néjak pouzita nebo zminéna absolutni
hodnota, plyne, ze vétSina studentu vyuziva spravné graficky vyznam
absolutni hodnoty a pouzije spravné absolutni hodnotu v situaci, ve které
chté&ji zobrazit ¢ast grafu, ktery je pod osou x, pres osu x do kladnych

hodnot.

Nekolik studentt vyuziva propojeni absolutni hodnoty v predpisu funkce

s nulovymi body grafu funkce a spravné s ni pracuje ve svych feSenich.

V pripadech, ve kterych musi studenti sestrojit algebraicky vyraz za po-
moci absolutni hodnoty, ktery spliiuje dané vlastnosti, je tispésnost stu-

denti vice-méné piimo imérna obtiznosti sestrojeného vyrazu.

Bohuzel veliké ¢ast studentii své hledani predpisu ukoncila v kroku svého
feSeni, ve kterém nedokazali vyuzit své znalosti o absolutni hodnoté, na-
piiklad k sestrojeni predpisu pro cely definiéni obor funkce ze zadani, i
kdyZz méli sestrojené predpisy funkci na dvou (nebo vicero) podmnozi-

nach defini¢niho oboru.
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4. Chapou studenti absolutni hodnotu spiSe dle geometrické defi-

nice nebo dle aritmetické definice?

Podstatna cast studentii, ktefi vyuzili pii svych feSenich absolutni hod-
notu, ji pouziva jenom na odstranéni znaménka minus u zapornych ¢i-
sel (vétsinou vyuzivaji grafickou interpretaci této vlastnosti — zobrazeni
grafu pod osou = nad osu z). To nasvédcuje tomu, Ze tito studenti ché-
pou absolutni hodnotu jako operaci, kterou muzou aplikovat na ¢isla.
Vysledkem je pro né v piipadé zapornych ¢isel zména znaménka a v pri-
padé c¢isel kladnych zadné zmény nenastanou. Toto pouziti naznacuje

pochopeni absolutni hodnoty dle aritmetické definice.

Jenom mala skupina studentii vyuziva propojeni absolutni hodnoty v pred-
pisu funkce s nulovymi body grafu funkce a spravné s ni pracuje ve svych
feSenich. Vyuziti absolutni hodnoty timto zptsobem naznacuje jeji po-

chopeni dle definice po ¢astech za pomoci funkce.

5. Jaky vliv na tspésnost ma poradi tiloh béhem testovani?
Uspé&snost aloh se da porovnavat jenom u grafii stejného typu.

Prvni dvojici grafu stejného typu jsou prvni graf z prvniho testu a Sesty
graf z testu druhého. Tyto grafy studenti neznali z hodin matematiky a

predpoklada se u nich prace s kvadratickou funkei.

Druhou dvojici grafii jsou zadani, které maji v pfedpisu funkce vnotené
absolutni hodnoty. Je to tieti graf z prvniho testu a ¢tvrty graf z druhého

testu.

Treti dvojici jsou grafy, které maji predpis ve tvaru sou¢tu nebo rozdilu
nékolika absolutnich hodnot z linearniho vyrazu. jde o ¢tvrty graf z prv-
niho testu a tfeti graf z testu druhého. U této tlohy §lo o odhaleni a
vyuziti zmény monotonie funkce v nulovych bodech vyrazi s absolutni

hodnotou v jejim pfedpisu.

Posledni dvojici jsou grafy, které méni své chovani v bodé nula a po na-

lezeni predpisu funkce pro zaporné a nezédporné hodnoty z defini¢niho
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oboru se problém nalezeni predpisu pro cely definiéni obor zméni na hle-
déni algebraického vyrazu s absolutni hodnotou, ktery splhuje vlastnosti
uz nalezenych predpisi funkce. Jde o druhy graf z prvniho testu, ktery
se bez zmény objevil i ve druhém testu jako graf paty. V druhém testu
byl jesté jeden graf, ktery je tohoto druhu a to druhy graf, ktery se lisi
v tom, Ze v ném studenti pracovali jenom s linearnimi vyrazy, tudiz byl
ziejmé pro studenty snadnéjsi. Uspésnost u tohoto grafu uvadim v ta-

bulce (Tabulka 23) v zavorce.

Tabulka 23: Uspésnost jednotlivych typt zadani tloh

1. test 2. test

parabola 3,57% 14,81%

vnofend absolutni hodnota 21,43% 46,43%

soucet nebo rozdil absolutnich hodnot || 14,29% 53,57%
rozdilné chovanim v nule 10,71% || 18,52% (59,26%)

Ve druhém testu, ve kterém byly tlohy sefazeny od nejjednodussich

vvvvvv

v s
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ZAvér

Cilem mé diplomové prace bylo zkoumat praci mych studenti ve dvou
oblastech a to absolutni hodnota a hledéni ptredpisu funkce z grafu. Béhem
hledani zdroju k témto témattim, ale i pri pfipravé samotného vyzkumu, jsem
prostudovala veliké mnozstvi doméci i zahrani¢ni literatury a obeznémila se
s vysledky hned nékolika vyzkumu na dané témata. Na zakladé téchto infor-
maci jsem navrhla a realizovala vyzkum na mych studentech. Pti zpracovani
a vyhodnocovani studentskych feseni jsem naSla odpovédi na své vyzkumné
otazky, které jsem si na zac¢atku vyzkumu vytydcila. I kdyz se bohuzel tato zjis-
téni nedaji obecné generalizovat z divodu malého poc¢tu respondentii, pro mé a
pro mou praxi mély veliky prfinos. Dalsim prinosem by mohla byt reserse gym-
nazialnich u¢ebnic v oblastech, kterym jsme se vénovala a souhrn zahrani¢nich
vyzkumu hlavné z oblasti absolutni hodnoty v teoretické ¢asti této diplomové

prace.
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