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Abstrakt: Predmétem této prace je tzv. Mountain climbers’ problem. Prace se
zabyva otdzkou, kdy pro dvojici spojitych funkei f, g : [0,1] — [0,1], spliujicich
f(0) = ¢g(0) = 0a f(1) = g(1) = 1, existuje dvojice funkci k, h se stejnymi
vlastnostmi takova, ze f (k(x)) = g (h(z)) pro vSechna z z intervalu [0,1]. Pro po
castech prosté funkce je existence dokdzana za pomoci vhodné grafové reprezen-
tace a principu sudosti, pro lokalné nekonstantni funkce je existence dokazana
konstrukéné za pomoci stejnomérné konvergence. Déle je uveden priklad dvojice
funkci, pro které vyhovujici dvojice funkei neexistuje. Cilem prace je s pouzi-
tim vhodnych ilustraci nazorné a srozumitelné vysvétlit prislusné matematické
konstrukce.
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Abstract: The subject of this theses is the so-called Muntain Climbers’ Problem.
We ask for which pairs of continuous functions f, g : [0,1] — [0,1] such that
f(0) = ¢g(0) = 0 and f(1) = g(1) = 1 there exist some functions k, h with the
same properties such that f (k(z)) = g (h(z)) for all = in the interval of [0,1].
For piecewise injective functions we prove the existence using a convenient graph
model and handshaking lemma. For locally non-constant functions we provide
a constructive proof using uniform convergence. There is also an example of pair
of continuons functions for which there exists no suitable pair of functions that
solve the problem. The aim is to provide a clear and visual explanation of all the
mathematical constructions included.
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Uvod

Slovni formulace tlohy zndmé pod nazvy Mountain climbing problem [4]
a Mountain climbers’ problem [I], [2] je nésledujici:

Dvojici horolezcii od sebe déli horska stezka, jejiz vyskovy profil je dany.
Oba horolezci se nachazi ve stejné nadmoiské vysce a radi by se setkali.
Zaroven by chtéli postupovat tak, aby se jeden z nich neustale nachéazel ve
stejné nadmorské vysce jako druhy. Muze se jim povést k sobé takto dojit?

Obrézek 1: Priklad postupu horolezct.

Chceme zkoumat, pro jaké vyskové profily ma tloha Feseni. Uloha nems fe-
seni napriklad v ptripadé, ze z jedné strany nejvyssiho vrcholu stezka klesne pod
pocatecni nadmorskou vysku a z druhé ne (viz Obréazek .

Obrézek 2: Netesitelny vyskovy profil.

Proto budeme uvazovat pouze ty stezky, které maji v kazdém bodé mini-
malné takovou nadmorskou vysku, jako na obou koncich. Je zfejmé, Ze obecné
se horolezci mohou setkat jediné na nejvyssim vrcholu. Je-li vrcholi s maximalni
nadmotskou vyskou vice, pak se horolezci predem domluvi, na kterém z nich
se setkaji. Obé ¢asti stezky pak mlzeme reprezentovat spojitymi funkcemi. Od-
tud dostavame nasledujici matematickou formulaci problému, kterou se budeme
zabyvat.

Necht funkce f1, f2 : [0,1] — [0,1] jsou spojité takové, ze f1(0) = f2(0) =
0, f1(1) = fo(1) = 1. Existuji spojité funkce gy, g> : [0,1] — [0,1] takové,
ze g1(0) = g2(0) = 0, gi(1) = g2(1) = 1 a zdroven (fiog)(x) =
(f2 0 g2) (z) pro v8echna x € [0,1]7
(MCP)



Dvojici funkef f1, fo budeme nazyvat zadénim [MCP] MuZeme je chépat jako
funkce nadmotské vysky stezky v zavislosti na vzdalenosti od pocatku. Funkce
g1, g2 reprezentuji horizontalni polohu horolezcti v zavislosti na case. Ptislusnym
slozenim ziskame funkce f; o g1, fo o go nadmotské vysky v zavislosti na case, ty
maji byt shodné. Pokud pro zadani f;, fo existuji funkce g1, g s pozadovanymi
vlastnostmi, pak fekneme ze [MCP] je pro né fesitelny a dvojice g1, g2 je jeho
feSenim. Mluvime také o Fesitelném zaddni [MCP} Budeme zkoumat, pro jaka
zadani je problém resitelny.

V prvni kapitole se budeme zabyvat fesitelnosti po ¢astech prostych zadani, ve
druhé kapitole pomoci vhodného protipiikladu ukézeme, ze [MCP]| neni Tesitelny
pro vSechna spojitd zaddni a ve t¥et{ kapitole uvedeme diikaz fesitelnosti[MCP|pro
vsechna lokalné nekonstantni zadani. Cilem préce je s pouzitim vhodnych ilustraci
nazorné a srozumitelné objasnit vsechny pouzité matematické konstrukce.



1. Resitelnost po ¢astech
prostého zadani

Nejprve (MCP)) vyfesime pro nasledujici dvojici po ¢astech afinnich funkei
f1, f2 (viz Obrazek .
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Obrazek 1.1: Priklad po c¢astech afinniho zadani MCP.

Ukazeme, ze staci nalézt poradi, ve kterém horolezci projdou jednotlivymi roz-
hodujicimi stavy, kdy se alespon jeden z horolezcu nachdzi v lokdlnim extrému,
tj. nalézt n-tici {(2%, x)}"_, dvojic prvki intervalu [0, 1] spliujici

o (21,73) = (0,0), (z7,2%) = (1,1),
o Vie{l,...,n}: fi(z}) = fo(zY),

e Vie{l,...,n}: 2 je bodem lokélniho extrému funkce f; nebo z¥ je bodem
lokélniho extrému funkce fo,

o Vi€ {2,...,n}: fi (vesp. f») je afinni na (x'"' 21) (vesp. na (x5 ', x3)),

kde zapis (a,b), a,b € R znaci nejmensi interval obsahujici a, b (tj. interval |a, b]
pro a < b, [b,a] pro b < a).
Pro uvazovanou dvojici funkei fi, fo se jedna o Sestici

00).(3.3).(3-5).(5:3). (3:3) . L1
Funkce g1, go sestrojime snadno jako po ¢astech afinni funkce takové, ze
e Vie{l,...,6}:q (%) =i, g (%) = 1},
e Vie{l,...,5}: g1,92 jsou afinni na {%, é]

Na Obréazku jsou znazornény funkce fi, fa, g1, g2 a jejich skladani. Grafy
funkci g1, g2 jsou pootocené, aby bylo lépe vidét, jak skladani probihd. Pro nale-
zeni hodnot, které funkce f; o g1 (resp. fo o go) prifadi ¢islim na vertikalni ose
v grafu funkce g; (resp. go) staci sledovat prerusované cary.
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n je

lespo

,7ea

feseni g1, g2 a s

1 € [0,1]x[0,1]. Podminku

musi byt bodem lokalniho extrému, jsme zahrnuli pro zjednoduseni predchoziho
prikladu. Pro dikaz obecného tvrzeni neni nezbytna. Hlavni myslenka dikazu,

n

n-tice {(z},75)};

7

Obrazek 1.2: Funkce fi, fa,

v

Nyni bude nasim cilem ukéazat, ze podobnou konstrukci mtzeme provést pro
roven

libovolné zadani MCP, pro které f;, fo jsou po cCastech afinni takové, ze kazdy

totiz feseni problémt za pouziti vhodné grafové reprezentace a principu sudosti,

maximalni interval, na kterém je fi (resp. f») afinni, ma krajni body, které jsou za-



je prevzata z popularné nau¢ného ¢lanku [3]. Nasim cilem je precizné formulovat
a dokazat odpovidajici matematické tvrzeni.

Tvrzeni 1. Necht fi, fo : [0,1] — [0,1] jsou spojité funkce splﬁujz’ci f1(0) =
f2(0) =0, f1(1) = fo(1) = 1, pro které existuji déleni Dy = {zi}",, Dy = {24}."%)
intervalu [0,1] takovd, Ze

e kazdy délici bod deleni Dy (resp. déleni Dy ) je zdroven bodem ostrého lokdl-
niho extrému funkce fi (resp. funkce fs),

e pro vsechna i € {1,...,m} je funkce fi afinni na intervalu [z, 23],
e pro viechna i € {1,...,my} je funkce fy afinni na intervalu 25", 23]

Potom existuje n-tice {(x%,x4)};_, dvojic proki intervalu [0,1] splriujici
° (J’%ulé) (O O) (l’?,l’g) = (17 1);
o fi(z%) = fo(ah) pro vSechna i € {1,...,n},

e na kazdém intervalu (x\7, x0) (resp. (wh ', xb)), i € {2,...,n} je funkce fi
(resp. funkce fo) afinni.

Diikaz. Existenci n-tice {(z%, %)}, , dokdZeme jako existenci cesty ve vhodné
zvoleném grafu. Bude to graf, jehoz Vrcholy jsou vSechny dvojice (1, z2) C [0,1]%,
pro které fi(zq1) = fa(xs) a zdroven fi(x1) je hodnotou néjakého ostrého lokélniho
extrému jedné z funkei fi, fo. Hranami jsou spojené ty (aq, as), (b1, bs) v grafu, pro
které f1 je afinni na intervalu (a1, b1), fo je afinni na intervalu (as, by) a interval
(fi(a1), fi(b1)) = (f2(ag), f2(by)) obsahuje pravé dvé z hodnot ostrych lokélnich
extrému funkci fi a fo, a to v krajnich bodech intervalu (viz Obrazek .
Necht 0 = y; < yo < y3 < -+ < yr = 1 jsou vSechny lokalni extrémy funkci
fi, fo. Necht 0 = ¢} < ¢? < ¢¢ < --- < ¢f' = 1 jsou vSechny prvky mnoziny
= ({yl};) Necht 0 = ¢4 < @ < ¢ < - < g5 = 1 jsou vSechny prvky

mnoziny f; ! ({yz}le) Necht

ie{l

-- N ook — 1}
_ i ] i+1 j+1 i+1 J i J+1 . P s vl 3
v = {0 G S T
Graf G = (V,E) definujeme nasledujicim zptisobem
. -\ k2
o V= {@nm) € @) < ) Al = o)}

« = {{(&1,@2), (bl,bg)} e M: (al,ag), (bl,bg) € V}

Necht {(ai,az),(b1,b2)} € E. Uvédomme si, ze pro néjaké ¢ € {1,...,k — 1}
plati {ay,by) = <q1,q§+1> takze vnitfek intervalu (a, b;) neobsahuje zadny bod
ostrého lokdlniho extrému funkce f;. Funkce fi je tedy afinni na intervalu (ay, b ).
Podobné funkce f, je afinni na (as, by).
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Obréazek 1.3: Dvojice funkci f;, fo a prislusny graf.

Chceme ukazat, ze v grafu G existuje néjaka cesta s vrcholy
(0,0) =: vy, v1,...,0, == (1,1),

coz je hledana n-tice z tvrzeni. Z definice komponenty stac¢i ukazat, ze vy, v, jsou
v téze komponenté grafu G. Plati deg,(vy) = degy,(v,) = 1. Komponenta grafu
je podgraf, tedy je to graf, tedy pro ni musi platit princip sudosti. Mame dva
vrcholy lichého stupné, takze staci dokazat, ze v grafu G jiz zadné dalsi vrcholy
lichého stupné nejsou. Potom vy, v, musi byt ve stejné komponenté.

Necht (¢i,q}) € V. Zkoumejme degy(qi,q3). Pro (¢i,¢) plati pravé jedna
z nasledujicich moznosti.

I. Oba prvky ¢!, ¢4 jsou body ostrych lokalnich minim (resp. maxim).

II. Pravé jeden z prvkii ¢t, ¢} je bodem ostrého lokalniho extrému (v tom dru-
hém neni lokalni extrém).

I11. Oba prvky ¢t, ¢ nejsou body lokélnich extrémi.

IV. Prvek ¢¢ je bodem ostrého lokalniho maxima (resp. minima) a prvek qg je
bodem ostrého lokdlniho minima (resp. maxima).



V Tabulce[l.1]|jsou zndzornény vSechny typy vrcholt grafu G spolu s prislusnou
dvojici tsekt funkci fi, fo. Stupné vrcholt jsou zjevné z obrazku.

typ | obrazek fi, fo obrazek G degq((x1,29))
a5
j e
L 2 4
IL. 2
I11. 2
V. o
g a a”

Tabulka 1.1: Typy vrchola v grafu G.

Tedy opravdu vy a v, jsou jediné dva vrcholy grafu G, které maji lichy stupen,
tedy musi lezet ve stejné komponenté grafu G, tedy existuje cesta ktera tyto dva
vrcholy spojuje, tedy mame hledanou n-tici.

]
Dausledek 1. Necht f1, fo jsou jako v predchozim tvrzeni. Pak (MCP)) je resitelny.

Diikaz. Staci vzit n-tici z predchoziho tvrzeni a definovat funkce g1, go po ¢astech
afinni takové, ze

n—1 n—1

1. plati ¢ (i’1> =12t go (i’l) = % pro viechna i € {1,...,n},

2. g1, g2 jsou afinni na M‘l L

} pro vSechna i € {1,...,n —1}.

Ziejmé plati g1(0) = ¢2(0) = 0 a g1(1) = ¢2(1) = 1. Z afinity mame spojitost
7’;11, nﬁl] pro vSechna i € {1,...,n — 1}, tedy i na

funkci gy, go na intervalech
celém intervalu [0,1]. Déle pro vSechna i € {1,...,n} plati

(f1 © 91) (;__11) = S (fl) Tvrgnime (xé) = (f2 092) (;:11) .
Z Tvrzeni (1| vime, ze pro vSechna i € {1,...n — 1}, j € {1,2} je f; afinni na
(zi 1, ah) = g ([i’l . D, tedy diky 2. je (f; o g;) afinn{ na [i’l ; } Funkce

J n—17’ n—1 n—1’ n—1

(fiog1), (fao0gs) jsou tedy jednozna¢né urcené hodnotami v bodech nil7 S

{0,...,n—1}. Odtud (f; 0 g1) (x) = (f2 0 g2) (z) pro vSechna z € [0,1]. O

8



Definice 1. Necht a, b € R, a < b a [a,b] je interval. Rekneme, Ze spojitd funkce
f : la,b] = R je po &dstech prostd, jestlize existuje déleni D = {2} intervalu
[a,b] takové, Ze pro kaZdé i € {1,...,m} je f prostd na intervalu [z, 2"].

Dausledek 2. Necht fi, fo jsou po castech prosté funkce. Pak (MCP)) je resitelny.
Diikaz. Necht Di{z}}!), Do{z4}"2) jsou déleni intervalu [0,1] takova, ze

» kazdy délici bod déleni Dy (resp. déleni Dy) je zaroven bodem ostrého lo-
kélntho extrému funkce f; (resp. funkce fs),

e pro vsechna ¢ € {1,...,m;} je funkce f; prostd na intervalu {zi’l, zﬂ,

e pro vSechna i € {1,...,my} je funkce f; prostd na intervalu {zé_l, Zé}

Takova déleni existuji, nebot f; a fy jsou po ¢astech prosté. Definujeme funkce
Ay, Ay, (viz Obrazek [1.4]) takové, ze

o Ay (2) = fj(2) pro viechna z € Dy, j € {1,2},

e pro vsechna i € {1,...,m;}, j € {1,2} je funkce Ay, afinni na [z;’l,zﬂ.
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Obréazek 1.4: Funkce f1, f2, A, Ay,, P, ho.



Ay, Ay, jsou spojité, a navic Ay, (0) = f1(0) = 0 = f2(0) = Af,(0), Ap(l) =
fi(1) =1= fo(1) = A, (1), coz spolu s definici Ay, , Ay, dava predpoklady Tvrzeni
i—1 z>

, tedy existuje n-tice {(x%,z%)}", C [0,1]? takova, ze Ay, je afinni na (2%, 2}

pro vSechna i € {2,...,n}, j € {1,2}. Navic dle dikazu Dusledku [1] existuji
funkce hy, hg, které fesi [MCP| pro zadéni Ay, Ay,, jsou afinni na M‘_ll, nz_l} pro
vSechna i € {1,...,n—1} aspliuji h; ({%, nil}) = (x;_l,xé), ied{l,...,n—1},
j € {1,2}. Pro vSechna j € {1,2}, i € {1,...,m;}, x € {z;’l,zﬂ plati Ay () =

(fj ofjto Afj) (x). Dokazeme, ze funkce

gi(x) = (f; ' o Ay ohy) (2), we | ] ie{l,...,n—1}je{1,2},

definované na intervalu [0,1] Tesi (MCP)) pro zadani f;, fo. Nejprve dokézeme
spojitost funkei ¢g;, go na intervalu [0,1]. Zvolme i € {1,...,n — 1}, j € {1,2}

i—1 [

libovolnd pevna. Funkce h; je afinni a tedy i spojitd na intervalu [n—l’ —= .

Totéz plati pro funkce Ay na intervalu h; ({:L;_ll, nz—1]) = <x§_1,x§-), tedy z

Sl C [zf_l,zﬂ pro néjaké k € {1,...,m;}, takze

fj’1 je spojita na Ay, ((x;’l,xp) C Ay ({zf’l,zﬂ) = (Ay, (z;-“’l) Ay, (zf)) =
(f (zf’l) Jfi (zjk)>, nebot je inverzni k funkei f;, kterd je prostd na intervalu

[z}“’l, zﬂ Celkem tedy dostavame spojitost slozeni ( fj’1 o Ay, o hj) na intervalu

definice Ay, mame (x

9j

[fl:ll, niJ Protoze 7, j byly libovolné, dostavame spojitost funkei gq, go na celém

intervalu [0,1]. Déle pro j € {1,2} plati
e 9;(0) = (710 Ay,) (1;(0) = £ (A, (0))
o« gi(1) = (f71 0 Ap) (h;(1) = 7 (A (1))

£t (f5(0)) =0,
) =1,

a kone¢né pro vsechna = € {:;11’ niJ’ ie{l,...,n—1}

(fiog) (@)= | fiofi oApoh | (x) = (A oh)(2) =

id

= (Ap, 0 ha) (z) = | fao fy ' 0Ap 0 hy | (2) = (f2092) (2).
id

Tedy (f10g1)(x) = (f2092) (x) pro vsechna = € [0,1]. Tedy g1, g2 Tesi MCP]| pro
po castech prosté zadani fi, fo. O

10



2. Priklad neresitelné dvojice
spojitych funkci

V predchozi kapitole jsme dokazali, ze je Tesitelny pro libovolné zadéani,
kde funkce fi, fo jsou po Castech prosté, tedy maji pouze ostré lokalni extrémy
(tj. jsou lokalné nekonstantni), kterych je navic jen konetné mnoho. V nésledu-
jicim zadéani (viz Obrazek mé funkce f; nekonec¢né mnoho ostrych lokalnich
extrémi a funkce fy; neni lokdlné nekonstantni. Dokazeme, Ze pro toto konkrétni

zadani nenf fesitelny.

[
—h
N

]
T
'
|
'
'
|
'
'
|
4
'
!
!

RIIN
Wi,

Bl

(]
W=
Ol
Nl

—

(]
W=
wIN

—

Obrazek 2.1: Priiklad nefesitelného zadani [MCPL

Funkce f1, f:[0,1] — [0,1] definujeme nésledujicim zptisobem

L | n (_1)k+1 5
e fild.=|=> ~———,provsechnan €N,

=3 = 2
n 1 n+1 1
o fi1 je linearni na intervalech {0, %}, [%, 1} a [Z 3 Z ?)k] pro kazdé n € N,
k=1 k=1
x, T € {0, %} )
° f2(‘r) = %7 YIS {%7 %] )

20 -1, ze[21].

Nejprve se na zadani podivejme intuitivné z pohledu horolezci. Prvni horole-
zec potiebuje nekonecnékrat vystoupat nad a pak zase klesnout pod nadmorskou
vysku % Druhy horolezec by tak mél nekonecnékrat projit konstantnim tsekem
v této nadmorské vysce. To by samo o sobé nevadilo, pokud by dostatec¢né zrych-
loval nade vSechny meze. Kde by se vsak druhy horolezec nachazel v momenté, ve
kterém by prvni horolezec byl pravé v poloviné své cesty na vrchol? Nefesitelnost
problému nyni dokazeme forméalneé.
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Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze existuji g1, g2 : [0, 1] — [0, 1] spojité spliiujici
91(0) = g2(0) = 0, g1(1) = g2(1) = 1 takové, Ze f1 0 g1 = fo0 go.

Induktivné zkonstruujeme konvergentni posloupnost {z,}, -, C [0, 1] takovou,
ze pro viechna n € N plati g (z,,) = Sp_; 3. Funkce gy je spojitd na intervalu [0,1]
a plati g1(0) =0 < 1 = ¢1(1), tedy z véty o nabyvani mezihodnot dostavame exis-
tenci z; € (0, 1) takového, ze g1(z1) = % Predpokladejme, ze jsme jiz zkonstruo-
vali prvnich n ¢lentt posloupnosti. Mame g (z,) = Sp_; 55 < Spti o < 1 =gi1(1)
a g1 je spojitd na intervalu [z,,1], tedy opét z véty o nabyvani mezihodnot
dostdvéme existenci 2,41 € (2n,1) spliujictho gi(z,41) = Spt| 3. Posloup-
nost {z,} -, je omezend a rostouci, tedy existuje néjaké = € [0,1] takové, ze
lim,, oo T, = .

Pro vSechna n € N plati

Fa (92(8)) = fr (0a()) = i (z 31) e

k=1 k=1

Pro kazdé n € N nalezneme y, € [0, 1] takové, ze fo(y,) = >f, (_12# Pro
kazdé n prirozené sudé plati Y7, (712):“ < %, tedy z definice funkce f5 je y,

urceno jednoznacné, tedy go(z,) = y, a plati

n (_1)k+1 1
k=1
Pro kazdé n prirozené liché platf 37_; S > 1 tedy y, je urdeno jednozmaéng,
tedy ga(zn) =y a plati
n (_1)k+1 1
Qo — 1= folyn) =S ~—2— > =,
n (_1)k+1 1
20 =1+ o0 >1+§,
k=1
1 1& (=D 2
=== >
=5t 5 3

Pro {2}, konvergentni a g5 spojité tedy mame lim, o g2(22,) < & a zéroveil
hmn—>oo 92(1'271—1—1) Z %7 COZ je SpoOr.

[]
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3. Mountain climbing theorem

Jak jsme ukézali v predchozi kapitole, pro obecné spojité zadani nemusi byt
resitelny. Nyni dokazeme, Ze stac¢i predpokladat, ze obé funkce v zadani
jsou lokalné nekonstantni. Nize uvedeny ditkaz byl volné prelozen podle ¢lanku
[2] a upraven tak, aby byl srozumitelny pro studenty bakalarského studia, ktet{ jiz
byli seznameni se stejnomérnou konvergenci. Diikaz byl pozménén, preusporadan
a doplnén o potirebna vysvétleni. Prehled vlastnich prispévki je uveden v zavéru.

Véta 2. (Mountain climbing theorem) Necht fi, fo : [0,1] — [O 1] jsou
lokdlné nekonstantni spojité funkce spliiujici f1(0) = f2(0) =0, fi(1) = fa(1) = 1.
Pak existuji lokdlné nekonstantni spojité funkce g¢i, go : [0,1] — [0,1] spliujici

91(0) = 92(0) =0, 91(1) = 92(1) =1 takové, Ze fi o g1 = fr0 go.

Jak vétu dokazeme? Pripomenme si, jak jsme postupovali v prvni kapitole. Pro
po ¢astech afinni zadani f1, fo z Tvrzeni[I|na strané[6] jsme po ¢dstech afinni fesent
g1, g2 definovali hodnotami v konecné mnoha bodech >, n € N, i € {0,...,n} tak,

aby fi (91 (i» = f5 (gg (%)) a navic aby funkce f; (resp. funkce fy) byla afinni na

intervalu g, ({ =, :LD (resp. na intervalu go ([ﬂ %D) pro vechnai € {1,...,n}.

n )
Tak jsme dostali funkce g1, g2 splnujici (f1 0 ¢1) (z) = (f2 0 g2) (z) pro vSechna
x € [0,1]. Pro po ¢astech prosté funkce stacilo problém prevést na predchozi
pripad.

Pro obecné lokalné nekonstantni zadani je potfeba postupovat jinak, protoze
lokalné nekonstantni spojita funkce nemusi byt prosta viibec na zadném intervalu.
Vétu dokdzeme primo tak, ze Teseni ¢y, g ziskdme jako limity vhodné zkonstruo-
vanych stejnomérné konvergentnich posloupnosti {g1,,}5%, {92, }22,. Konstrukce
funkei g;,, © € {1,2}, n € Ny se bude podobat postupu z prvni kapitoly. Funkce
gin budou po ¢astech afinni, definované hodnotami v konecné mnoha bodech £

k€ {0,...,3"} tak, aby splnovaly f; (gl n ( n)) fo (g2 n <3n>) Podobné Jakgnv’
predchozi konstrukei budeme chtit, aby funkce f; méla na intervalu g; , ([3%, %D

néjakou péknou vlastnost. Afinitu ani prostotu pozadovat nemutzeme, ale muzeme

chtit, aby platilo alespon f; <gl " (Lg’j” k;ll})) <fz (gm <3n)) f; (gZ . (kgtl)»,
coz je podminka, kterou vSechny afinni i prosté funkce splnuji.
Limitnim pfechodem od g¢1,, g2» ke g1, g2 chceme dostat takové funkce, Ze

(fiog) (5) = (f200) (4) pro libovolné n € N, k € {0,...,3"}. Odtud diky
spojitosti dostaneme (f; o g1) (x) = (f2 0 g2) (z) pro vsechna x € [0,1].

Dikaz bude mit t¥i ¢asti:
1. Konstrukce posloupnosti {g1.,}22 0, {92,352
2. Dikaz stejnomérné konvergence posloupnosti {g1.,}5° o, {g2.n}02,.

3. Dtikaz, ze funkce ¢ = lim, o0 g1, & g2 = lim, oo g2, Tesi (MCP)) pro
zadani fl; f2.
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Oznaceni 1. Necht body w;, v; spliuji f;i(u;) # fi(v;) pro i =1,2. Jestlize plati

o filur) = folus),
e fl(Ul) = f2('U2)7

o [i({ur,v1)) = fa((uz,v2)) = (fi(wr), fi(v1)),

v

piseme (uy,v1) ~ (ug,vs).

Obrazek 3.1: Piiklad (uq,v1) ~ (ug, v2).

Diikaz. Chceme zkonstruovat posloupnosti {g1,},~; {g2.n}. ., lokélné nekon-
stantnich spojitych funkei takové, Ze pro kazdé i € {1,2} a n € N je funkce
Gin :[0,1] = [0,1], ¢:(0) = 0, ¢;,,(1) = 1 pro kazdé k € {0,...,3" — 1} afinni na

intervalu Jj, ,, := [3%, %} a navic

(o0 () 0 (57)
To znamena, 7e plati
¢ Silon (7)) = F2 (020 (37)).
¢ fi(oa (57)) = f2 (02 (57)):

e a navic

(o (8o (5)

() o

(e () e (52)

Posloupnosti zkonstruujeme induktivné. PoloZzme g;o = idp,. Pred-
poklddejme nyni, Ze pro néjaké n € Ny jsme jiz zkonstruovali vyhovujici g; .
Nyni chceme zkonstruovat funkce g;,.1. Pro kazdé j € {0,...,3"™ — 1} maji
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byt gin+1 afinni na Jj 41, tedy staci, kdyz tyto funkce definujeme v bodech ?)jﬁ,
7 €{0,...,3"}

Pro k € {0,...,3"} polozme g; 41 (3%) = Gin (3%) Nyni zafixujeme libovolné
k € {0,...,3" — 1} a oznacme t; := g;n+1 (%), ¢ = Gin+1 (%) Budeme
chtit urcit hodnoty ¢;, ¢; tak, aby pro g;,+1 platilo .

Oznacme u; = ¢;p (3%), Vi = Gin (%), a = fi(u;), b = fi(v;). Necht p; €

(us, v;) je takovy bod, Ze fi(p;) = a+ 2(b—a) a zéroven f;(x) # a+ 3(b—a) pro

vSechna x € (u;, p;), © # piZ platnosti (1) pro g; ., plyne, ze f; ((u;, v;)) = (a,b),
tedy b musi byt jednim z krajnich bodu intervalu f; ((p;, v;)). Druhy krajni bod
oznacime wj.

Zpusob definice t;, ¢; zavisi na tom, jestli plati |w; — a| > % |b — a| a zéroven
|wy — a| > % |b — a|. Pokud ano, fekneme, ze interval Jy,, je typu A, v opac¢ném
piipadé fekneme ze interval Jy,, je typu B.

Jestlize Ji., je typu A, pak t; = p; a ¢; € (u;,p;) je takovy bod, ze fi(q;) =
a+ 3(b—a) a zaroven fi(z) # a+ (b — a) pro viechna z € (¢;,p;), © # ¢;.

D . b
a+5(b-a) a+(b-a)
slb-a)) i\ f - sl0-a)) N\ N
£/ ' |
Wyl ML - W !
; E i | f
() A AR e oanba)l S N
a : | : a | :
G 411 tepy Y1 Y2 LT, ‘{,12 L)
k U1 : : Vi k V2 : : Uy
£l : : : s —
ket | ! : | 3k+1 : !
3h+1 : --------- : 3n+1 T """ TTTTTTTTTT :
E : g2 n+1 E
: 91 1 ; :
3k+2 | . | 3k+2 f
g+ . g+ T~ S
SN IR ’ ket
3" 3"

Obrazek 3.2: Typ A.

!Tedy pro u; < v; je p; minimem a pro u; > v; maximem mnoziny {x € (u;,v;) : fi(x) =
a-+ %(b — a)}, kterd je omezend, jako vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni uzaviena
a z véty o nabyvani mezihodnot i neprazdna.
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Ovérme ze pro typ A plati . Pottebujeme dokazat, ze plati (uy,t1) ~ (usg, t2),
(t17q1) ~ (t27q2) a (qlavl) ~ (CIQ,UQ)-

o Plati fi(w;) = a, fi(t;) = a+3(b—a) a zéroven pro véechna x € (u;, t;), x # t;

je f(x) # a+3(b—a), tedy diky spojitosti funkce f; a vété o nabyvani me-

zihodnot musi platit f; ((ui, ;) = (fi(w), fi(t:)). Celkem (u1,¢1) ~ (ua, t2).

« Plat{ fi(t;) = a+ 2(b—a), fi(¢:) = a+ (b — a) a zéroven pro viechna
x € {(q;, t;) C (us,ty), © # qi, t; je fi(x) # a—i—%(b—a) a fi(x) # a+§(b—a),
tedy diky spojitosti funkce f; a vété o nabyvani mezihodnot je f;({g;, t;)) =
(fil@i), fi(t:)). Celkem (t1,q1) ~ (t2, g2).

« Plati fi(¢;) = a + %(b —a), fi(v;) =ba %|b—a| < Jwi —al < %‘b_a‘v
tedy fi ((gi,vi) = fi({gi, ) U fi (i, vi)) = (fil@), fi(ts)) U (wi,b) =
(a+30—a),a+20b—a)Ulw,b) = (a+5b—a)b) = (fi(g), fi(v:))-
Celkem (q1,v1) ~ (g2, v2).

Necht Ji, je typu B. Necht indexy I[,m € {1,2}, | # m jsou takové, aby
lw; — a| < |wy, —al. Vime, Ze |w;, — a| < % |b — a|. Vybereme nejprve ¢ € (p;, ;)
takové, ze fi(¢)) = w;. Nutné w; musi byt jednim z koncovych bodu intervalu
fi {pi, @1)); nalezneme t; € (p;, q;) takové, ze fi(t;) je druhym koncovym bodem
intervalu f; ((p;, ;). Bod t,,, € (up,, vy) bud takovy, ze fr,(tm) = fi(t;) a zdroven
fm(x) # fi(t)) pro vSechna x € (U, ty), © # ty,. Bod ¢ € (U, t,) bud takovy,
ze fm(qm) = filq)) = wy a zéroven f,,(x) # w; pro vSechna x € (¢m,tm), T # ¢m.

b . by ..
: f2 :
1LY 1 B S S !
adb-a) i adb-a) i ;
I\ o Mepe [ e :
a+i(b-a)] | | ar(b-a) L |
Wi . _ A L
a : . | | a | ; . |
1 1) 1 | 1 1 1) |
Ll Pr G Vi U 42 P2 b V2
Uy Y1 k Y2 Y2
¥ ! B '
Skt 1 N \ 3kt | N
3n+1 , 3n+1 !
91,n+1
- 92 n+1 -
3k+2 ! 3k+2
3+ B ' 3+ T """
k1 | D S R
3" 3"

Obrézek 3.3: Typ B.
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Ovéfme Ze pro typ B plati (). Potfebujeme dokazat, Ze plati (uy, 1) ~ (ug, t2),
(t17q1) ~ (t27q2) a (qlavl) ~ (CZQ,UQ)-

o Plati fi(w) a = fm(uy), a navic z definice t,, i f(tm) = fi(t) a
fn (i, tm)) = (fin(tm), fin(tm)). Déle plati

(filw), it)) C fi ({w, 1)) C fi Cw, @) = fi ({w, p) U fi (o @) =
= (a,a+3(b—a)) U (wi. filh)) = (a. filt)) = (filw), filt) ,
tedy fi ((w, t)) = (fi(w), fi(t1)). Celkem (ug, ;) ~ (U, tm)-

e Z definice t,,, g, méame fo,(tn) = fi(t), fm(gm) = fi(q) a navic pro vsechna
S <Qm7tm> C <um7tm>7 z 7£ tm;Qm také fm('r> % fl(tl> a fm<x> 7A fl(QZ) =
wi, tedy fin({gm,tm)) = (fm(am), fm(tm)). Déle plati

(filtr), fil@)) € fi({t, @) € fi ((ps @) = (w, fulta)) = (fil@), fi(t))
tedy fi ((te, @) = (fi(to), filar))- Celkem (&1, i) ~ (tm) Gm)-
o Plati f,.(qm) = fila) & fi(vm) = fi(v) = b. Déle plati
(fla), filw)) € fi Qi v)) € i (o, o)) = (wi, 0) = (filar), fi(w))
tedy fi (@i, vi)) = {fila), fi(w)). Navic také
{(fn(Gm); fm(Um)) C fin (s Um)) = i (s tn)) U fo ((Pros ) =

= (Wi, fin(tm)) U (Win, b) = (w1, b) = (fin(gm), fn(vm)) ,
tedy fm (<Qmavm>) = <fm(Qm)>fm(Um)> Celkem ((_Ilavl) ~ Qm7vm)'

Tim je tspésné dokoncena pozadovana konstrukce. VSimnéme si, Ze pro Jj,
obou typu plati

[(filws), fi@ D] [ fil@a), fi@a)] s [(filai), fi(vi))] = ; |b—al

a pro Ji, typu A plati navic

|(filw), fita)] s [ filas), fit )], [(filq), fi(vi))| < z b—al.

Pro Ji,, typu B déle plati, ze intervaly (u;,t;), (ti,q), {(q,v) maji po dvou dis-
junktni vnitiky.

Nyni chceme ukéazat, Ze vySe zkonstruované posloupnosti {g1,} _,
{g2.n}.—, jsou stejnomérné konvergentni. K dikazu budeme potiebovat né-
sledujici tvrzeni, ktera plynou z konstrukce.

Gin (Jin) = Gim (Jrn) pro vSechna mmn € Nym >n, k€ {0,...,3" =1}, (2)

| fi (gint1 (S3bgine1))] = §|fz (9imn (Jrn))| pro viechna n € N, k € (3)
{0,...,3" =1}, j € {0,1,2}.
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jestlize Jj ., je typu A, pak |fz (gi,n—i-l (J3k+j,n+1))| < % |fz (gi,n (Jkn))| pro (4)
vSechna n € N,k € {0,...,3" —1},5 € {0,1,2}.,

jestlize Jy, je typu B, pak existuje [ € {1,2} takové, Ze intervaly
Gint+1 (J3k+int1), 7 € {0, 1,2} maji po dvou disjunktni vnitiky.

(5)

Stejnomérnou konvergenci {g; , }22, dokdzeme sporem. Pro spor predpokla-
dejme, ze naptiklad {g;,}52, neni stejnomérné konvergentni. Pak {g; , }2°, neni
stejnomérné cauchyovské, tedy

da>0 VreN dm,>n,>r 3z, €[01]: |gin(z;) — grm. (2.)] > a.

Reknéme, 7e z, € iy n,.- Protoze ze mame ¢, (), g1.m, (Tr) € 910, (Jip )5
dostavame |g1, (Jkn, )| > « pro libovolné r. VSimnéme si, ze kazdy interval
Jk,.m, musi byt obsazen v jednom ze tii intervalG Jyi, Ji1, Jo1, proto jeden z
nich (budeme psat Js, 1, s1 € {0,1,2}) nutné musi obsahovat nekoneéné mnoho
intervalt Jy, .. Podobné nalezneme interval Js, o C J,, 1, ktery také obsahuje
nekoneéné mnoho intervalii Ji, .. Podobné zkonstruujeme posloupnost vnore-
nych intervali J, := J,, », z nichz kazdy obsahuje nekone¢né mnoho intervalt
kamﬂ Pro kazdé n € N tedy existuje n, > n takové, ze Jy, ,, C J,, tedy diky

2) plati [g1.0(Ja)| = (910, (Jn)] = |91, (Jio i, )| = . Z (2) také vyplyvd, Ze in-
tervaly g1.,(J,) jsou vnorené, tedy (diky nerovnosti |g1,(J,)| > «) je interval
I = N0 191.0(Jn) nedegenerovany a tedy lokalné nekonstantni funkce f; na ném
nemuze byt konstantni. Pisme | f1(I)| = 5 > 0. Pak | f1(g1,,(Jn))| > B pro vSechna
n € N. Ze vztahu je tedy zrejmé, ze od néjakého z € N pocinaje musi byt
viechny intervaly J, typu B (jinak by | fi(g1..(Jn))] == 0 < 3).

Z (|1)) dostavame | fa(g2.n(Jn))| = |f1(91..(Jn))| > B pro vSechna n € N. Funkce
f1, f2 jsou spojité na uzavieném intervalu [0,1], tedy jsou stejnomérné spojité a
muzeme tedy zvolit € > 0 dost malé, aby pro libovolny interval K, |K| < €
platilo |f;(K)| < g Zvolme n € N, n > z. Interval J, je typu B, tedy diky
(5) existuje I, € {1,2} takové, ze intervaly I; = g, ni1(Jss,+jnt1), 7 € {0,1,2}

maji po dvou disjunktni vnitiky. Navic |f;, (1;)] g, takze |I;| > € pro kazdé
Jj €40,1,2}. Protoze g, »(J») je sjednocenim intervalii /; a tyto intervaly maji po
dvou disjunktni vnittky, dostavame |I;| < |g;, »(Jn)| — 2€ pro kazdé j € {0, 1,2}.
Jeden z intervali I; je pravé g, ni1(Jnt1), takze g, i1 (Jnt1)| < 1910 (Jn)| — 2e.

, (2)
Pro m, € {1,2}, m, # [, plati ‘gmn,nJrl(JnH)’ < ‘gmn,nJrl(Jn)l ! |gmn,n(Jn)‘-

Predpokladejme, ze [,,, = 1 (resp. l,,, = 2) pro nekone¢né mnoho m € N. Necht L €
N, L > W (resp. L > W) Pak muzeme nalézt k € N, k > n dostatecné
velké, aby [g1x(Jk)| < [g1,0(Jn)| — 2Le (vesp. |ga(Ji)| < [g2,0(Jn)| — 2Le), tedy
91 (Jr)] < 0 (resp. |gax(Ji)| < 0), coz je spor.

Pro i € {1,2} oznacme g; := lim,, gin. Zbyva dokazat, Ze g, g» maji
pozadované vlastnosti. Funkce g, g2 jsou spojité, nebot jsou limitami stejno-
mérné konvergentnich posloupnosti spojitych funkci. Pfipomenme, ze jsme defi-

novali g; 41 (g) = Gin (3£) pro kazdé n € N, k € {0,...,3"}, tedy navic také

20 posloupnosti vnorenych intervaltt mluvime v piipadé, ze .J,, .1 C J,, pro kazdé n. V nasem
piipadé existuji ¢isla j, € {0, 1,2} takovd, ze Jni11 = J3g, 45, nt1-
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Gi.m (%) = Gin (%) pro vSsechna m € N, m > n. Odtud

gi (3%) = lim_gim (3%) = Gin (3%) , pro viechna n € N, k € {0,...,3"}, (6)
tedy specidlné g;(0) = gi0(0) = idjo17(0) = 0 a podobné g;(1) = 1. Ukdzeme, Ze
g; jsou lokélné nekonstantni. Necht J C [0,1] je libovolny interval. Pak existuje
Jkn takové, ze Ji, C J. Plati , tedy z definice "~'nutné f; (gm ( k )) =+

30
Fi(gin (52)), tedy gin (3) # gin (552), tedy z @) také g (£) # 0 (52).
Funkce g; je tedy nekonstantni na Jj ,,, tedy i na J. Interval J byl zvolen libovolné,
takze funkce g; je lokalné nekonstantni.

Nakonec dokazeme, ze fi; o g1 = fo 0 go. Diky a @ plati f; <91 (%)) =
fa (gg (%)) pro libovolné n € Na k € {0,...,3"}. Necht z € [0,1]. Mnozina M =
{3% neNke{0,... ,3”}} je husta v intervalu [0,1], tedy existuje posloupnost
{zp}02, € M takova, zZe lim, .z, = x. Diky spojitosti f; o g; jako slozeni
spojitych funkci mame

(fiog) (x) = lim (fiog1) (zn) = lim (f2092) (zn) = (f20 g2) ().
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Z.aver

Dokézali jsme FeSitelnost [MCP| pro po ¢astech prosté zadani, ukézali jsme, Ze
(IMCP)) neni fesitelny pro vSechny spojité funkce fi, fo a také jsme uvedli di-
kaz Tesitelnosti pro lokalné nekonstantni zadani. Stézejni myslenky byly v prvni
kapitole motivovany ptikladem, ve druhé kapitole intuitivnim pohledem z hle-
diska horolezctu a ve treti kapitole porovnanim s predchozimi ¢astmi. Prace tak
tvori smysluplné provazany celek, kde pochopeni prvnich dvou kapitol vyrazné
napomaha k pochopeni kapitoly tteti, ktera obsahuje nejobtiznéjsi konstrukei. V
motivacich a logické provazanosti tak spolu s nazornymi ilustracemi vidime hlavni
prinos prace. Vsechny obrazky jsou origindlni, ramec vychozich zdroji presahuji
predevsim obrazky (str. ), (str. [9)), (str. a (str. [L6)), kde jsou
kromé vnéjsich funkei fi, fo znazornény i vnitini funkce g;, g v grafech pooto-
¢enych a umisténych tak, aby bylo mozné snadno sledovat skladani funkei.

Mountain climbers’ problem ma atraktivni slovni formulaci a pti jeho zkou-
mani jsme pouzili matematicky aparat, ktery je vyucovan v ramci bakalarského
studia. Prace by tedy mohla slouzit jako zdroj rozsirujici latky do nékterého z
volitelnych seminérii.

V névaznosti na tuto praci bychom si mohli klast naptiklad nasledujici otazky:

 Jak zkonstruovat feseni (MCPJ|) pro zadani, které obsahuje konetné mnoho
ostrych lokalnich extrémi a konecné mnoho maximalnich netrivialnich in-
tervalll, na kterych je alespon jedna z funkci f;, fo konstantni?

« Jak zkonstruovat feSeni pro zadani, které obsahuje konecné mnoho ostrych
lokéalnich extrému a libovolny pocet intervalti, na kterych je alespon jedna
z funkei fi, fo konstantni? (Napfiklad bychom mohli uvazit riizné variace
funkce zndmé jako dablovo schodisté.)

» Existuje néjaké zadani fi, fo, pro které je (MCP) resitelny, takové, ze
fi(x) = C € [0,1] na néjakém netrividlnim intervalu I C [0,1] a zaroven
mnozina f5 '({C}) je spocetnd?

o Je moZné charakterizovat, pro kterd zadani je [MCP) fesitelny?

Strucny prehled vlastni prdace:

1. kapitola: Vzorovy priklad, formulace Tvrzeni [I] a jeho dikazu zalozeném
na myslence ze ¢lanku [3], formulace a dikaz Disledku [l formulace definice po
¢astech prosté funkce, formulace a dikaz Dusledku [2|

2. kapitola: Konstrukce prikladu nefesitelného zadani, jeho intuitivni inter-
pretace a diikaz jeho nefesitelnosti.

3. kapitola: Uvodni vysvétleni myslenky ditkazu a jeho rozélenéni, oproti
c¢lanku [2] podrobnéjsi ovéfeni pozadovanych vlastnosti pro Jy,, typu A i B, zjed-
noduseni sporu v dukazu stejnomérné konvergence, podrobné zpracovani zave-
recné ¢asti dikazu, kterd byla v ¢lanku [2] naznacena jen velmi strucné na péti
radcich.
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