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fliktni situace. Dvoutrovinova tloha umi lépe podchytit vzajemny vztah mezi
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Abstrakt:

Této praca sa zaobera problémom dvojiroviovych tiloh. Naprv pripomina zaklad-
né poznatky o mean-risk modeloch, mierach rizika v jednoirovnovych problémoch
a stochastickej dominancii druhého radu. Potom predstavuje zakladné poznatky
o dvojarovnovych tlohach. Dvojuroviiové problémy maja niekolko vyhod oproti
jednoturoviiovym. V jednom procese je mozné analyzovat dve rdzne alebo do-
konca aj konfliktné situacie. Dvojuroviiova tloha vie lepsie podchytif vzajomny
vztah medzi dvoma objektami. Hlavnym taziskom prace je formulacia réznych
dvojurovnovych tloh a ich prepis do najjednoduchsieho tvaru. V numerickej ¢asti
st rieSené tri typy formulovanych dvojirovych problémov na vybranych mierach
rizika.
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Uvod

V tejto praci sa budeme venovat dvojurovinovym optimalizacnym problé-mom.
V roznych odvetviach ekonémie, ¢i priemyslu je tento typ tloh aplikovany na prob-
lémy s hierarchickym usporiadanim. Dvojiroviiové optimaliza¢né modely s opti-
maliza¢né ulohy s dvoma optimaliza¢nymi poziadavkami. Rozhodnutia medzi
optimalizacnymi poziadavkami si nezavislé a rozhodujeme sa postupne. Nazor-
nym prikladom je vztah investora a sprostredkovatelov, kde sprostredkovatel sa
snazi maximalizovat celkovy poplatok za sprostredkovanie a investor nemusi byt
ochotny zaplatit viac ako urcité percento investicie. V tomto pripade sa jednot-
livé strany dostani do konfliktu. Pri dvojuroviiovom probléme sprostredkovatel
najprv stanovi poplatky a investor ako néaslednik investuje samozrejme tak, aby
dostal eficientné portfélio. V pripade logistiky mozeme pomocou dvojuroviiového
problému najst optimalnu polohu pre logistické centra. V hornej tirovni budeme
hladaf optimélne umiestnenie centier, pricom minimalizujeme naklady firmy, a
na dolnej irovni nas zaujima rovnomerné rozdelenie dopytu, kde minimalizujeme
naklady zakaznikov.

Dvojiroviovy problém bol prvykrat sformulovany J. Brackenom a J. McGil-
lom [6] v roku 1973. Az W. Candler a R. Norton [7] v roku 1977 prvykrat pouzili
termin dvojiroviové resp. viactroviiové programovanie. Opétovne sa dvojirov-
nové programovanie dostalo dopopredia v osemdesiatych rokoch vdaka teorii hier
vytvorenej H. Stackelbergom. My sa budeme venovat len dvojiroviiovym mode-
lom. Prehlad teérie dvojaroviiovych tloh aj s aplikaciou na jednoduchych prikla-
doch linearneho alebo kvadratického dvojuroviiového programovania je moz-né
najst v [4]. V dvojuroviiovych tlohach sa stretdvame s parametrickym programo-
vanim. Na porozumenie teérie doporucujeme [I6]. Ulohy sa komlikuji, ak v dvoju-
roviiovom probléme je celociselna tloha. V [I5] ndjdeme dvojaroviiovy problém s
celoc¢iselnou 1lohou a kvadratickou tcelovou funkciou. Klasické metédy na zvlad-
nutie tychto typov tloh vyzaduji podmienky linearity ¢i konvexity. Za-kladnymi
pristupmi sti: hladanie extremalnych bodov, transformacny pristup alebo vyuzitie
penaliza¢nych funkeii, ¢i heuristiky. Evoluéné pristupy alebo pristup vnttorného
bodu su zalozené na novsich vyvojoch. V pripade vac¢sieho zaujmu o viaciroviiové
modely a pre objasnenie zakladnych principov doporucujeme pozriet [7]. V nasej
praci budeme pracovat s mierami rizika. Prehlad znamych formulacii mier rizika
v jednotdroviiovom pripade ndjdeme v [25]. Podrobnejsie popisané vlastnosti mo-
zeme najst v [1, [14], 18, 20, B3]. Najmodernejsim pristupom k miere rizika je
stochasticka dominancia. V nasom pripade pouzivame stochastickii dominanciu
druhého radu, avsak v praxi nie je vylucené pouzit aj stochasticki dominanciu
prvého radu. Teériou stochastickej dominancie sa zaoberd H. Levy [19]. Tato te-
éria je vyvyjana prostrednictvom tuzitkovych funckii. Zaklady teérie uzitkovych
funkcif rozoberd M.Cerny, M.Vlach a K. Zimmernann [I0]. Sposob vyuZitia sto-



chastickej dominancie druhého radu je mozné néjst v [22] 23] [24].

V prvej kapitole sa budeme venovat mieram rizika. Formulujeme jednotrovno-
vé mean-risk modely a definujeme pojem stochastickd dominancia druhého radu.
V druhej kapitole definujeme dvojurovnové optimalizacné problémy. Celkovo bu-
deme pracovat s troma roznymi dvojuroviovymi problémami. Prvy typ dvoj-
urovnového problému formulujeme pomocou mean-risk modelov. Pouzijeme prave
dva mean-risk modely. Prva formulacia bude s obmedzenim na oc¢akavany vynos
a v druhom pripade budeme pracovat s agregaciou ocakavaného vynosu a rizika.
V trefom type dvojuroviiového problému budeme maximalizovat out of sample
vynos. V poslednej formulacii dvojirovinového problému pouzijeme stochastickt
dominanciu druhého radu a mean-risk model. Néasledne dané problémy prepi-
seme do ¢o najjednoduchsich tvarov. V poslednej kapitole sa budeme venovat
vypoctovej casti. Na data aplikujeme vybrané dvojiroviiové problémy a budeme
diskutovat o vysledkoch.



Kapitola 1

Mean-risk modely

V praci budeme uvazovat ndhodné veli¢iny na meratelnom priestore (€2, A)
s hodnotami v (R, B(R)) z pravdepodobnostného priestoru (€2, A, P). Nahod-
né veli¢ina L(w) bude reprezentovat straty pre w € . Pre jednoduchost bude
argument w vynechavany. Dalej budeme predpokladat len zprava spojité distri-
bu¢né funkcie. Uvedieme rozne miery rizika. Rovnako predstavime najmodernejsi
pristup k riziku, konkrétne prostrednictvom stochastickej domnancie. Jednotlivé
rizikové miery popiseme a uvedieme ich zakladné vlastnosti. Tieto miery rizika
nakoniec vyuzijeme pri formulovani matematickych problémov.

1.1 Rizikové miery

Zakladnou mierou rizika je rozptyl. Tato mieru rizika vyuzival aj Harry Mar-
kowitz v jeho inovativnej praci [29] kvoli vypoctovej jednoduchosti. Jej nevyho-
dou je symetria, tj. rovnako penalizované rizikové aktivum s velkou potencidlnou
stratou aj s velkym potencidlnym ziskom. Uvedieme styri dalsie miery. Prvou je
semivariancia, ktori uz v tom case navrhoval Harry Markowitz ako vhodnejsiu
mieru rizika nez rozptyl. Druha je stredné absoltitna odchylka (pre jednoduchost
budeme dalej pouzivat oznacenie absoliutna odchylka) a posledné dve hodnota
v riziku (VaR) a podmienend hodnota v riziku (CVaR).

Definicia 1. [1] Mierou rizika je zobrazenie r : V — R | kde V je mnozina
realnych nahodnych velicin s konecnymi druhymi momentami.

Definicia 2. [25] Nech o € (0,1) je hladina spolahlivosti a ndhodnd veli¢ina
L €V vyjadruje stratu portfolia. Potom definujeme 4 miery rizika ndsledovne:
Hodnota semivariancie je

rs(L) = Emax(0, L — EL)?,
Hodnota absolitnej odchylky je
roL)=FE|L—FEL|,
Hodnota VaR je

VaR,(L) =inf{l e R, P(L > 1) <1-—«a},



Hodnota podmienenej C'VaR je
1
CVaR,(L) = inf{a € Ra+ 17E[max(0, L—a)l}.
-«

Poznamka. V Definicii[4 sme VaR zaviedli pomocou doplnku k distribucnej fun-
kcii. Vychddzali sme z [33], kde R. Tyrrel Rockafellar a Stanislav Uryasev defi-
novali VaR pomocou distribucnej funkcie. Tieto definicie si samozrejme ekviva-
lentné. V [33] navyse najdeme aj definiciu horného VaRu. Od VaR sa lisi tym,
zZe namiesto neostrej nerovnosti sa v definicii nachddza ostrd.

Hodnotu v riziku (VaR) mozeme interpretovat ako maximdlnu mozni stratu
portfélia za dané obdobie pri zvolenej konfiden¢énej hladine «. Konfiden¢énia hla-
dinu volime blizko 1, tj. doporucuje sa 0,95 alebo 0,99. Hodnota v riziku ma ale
nedostatok. Nezohladnuje vysky strat, ktoré su véicsie ako VaR. Tento nedostatok
VaR motivuje zavedenie podmienenej hodnoty v riziku. Pod pojmom podmienena
hodnota v riziku rozumieme priemerni stratu z 100(1- «)% najvyssich strat port-
folia. Tuto mieru je mozné pre absolutne spojité rozdelenie vyjadrit nasledovne:

CVaR.(L)=FE[L| L > VaR,(L)]. (1.1)
Odvodenie vztahu (1.1)) mézeme najst v [33].

1.2 Koherentna miera rizika

Najprv uvedieme podmienky, za ktorych budeme mieru povazovat za kohe-
rentnu.

Definicia 3. [1] Mieru rizika r nazveme koherentnou, ak si splnené 4 podmienky:
(P1) Pre kaZdi ndhodni velicinu L a ¥ ¢ € R plati

r(L+c¢)=r(L)+c

(P2) Pre kazdé dve ndhodné veliciny Ly a Lo plati

T(Ll + L2) S T(Ll) + T’(LQ)

(P3) Pre kaZdi ndhodni velicinu L a ¥ X > 0 plati
r(AL) = Ar(L)

(P4) Pre kazdé dve ndhodné veliciny Ly a Lo také, Ze L1(w) < Lo(w) V w € Q
plati

T(Ll) S T’(LQ)

Poznamka. V podmienke (P1) mézZeme ¢ € R interpretovat ako pridiny deter-
ministicky ndklad. O tito hodnotu sa potom zvysi miera rizika resp. mnoZstvo



peniazi potrebnych na pokrytie straty. (P2) je podmienka subaditivity, tj. diverzi-
fikdciu portfolia sa znizi riziko. V pripade (P3) ide o pozitivnu homogenitu. Ak
investujeme \-krat vacsiu ciastku, tak strata bude \-krdat vacsia. V poslednom pri-
pade pracujeme s podmienkou (P4), kde strata portfélia Ly je vicsia alebo rovnd
ako strata portfolia Ly. Lo je teda rizikovejsie alebo rovnako rizikové.

[32] Nech r je pozitivne homogénna rizikova miera. Potom miera r je konvexnd
prave vtedy ked spliia podmienku subaditivity.

Dokaz je jednoduchy. Plynie z definicie subaditivity a pozitivnej homogenity.
Teda podmienend hodnota v riziku a hodnota v riziku pre eliptické rozdelenia st
konvexné rizikové miery.

1.3 Jednourovinové modely

Vychadzame z klasického modelu podla Markowitza. Poznatky budeme cerpat
z [13]. Predpokladajme, ze mame portfélio s J akciami, ktoré je charakterizované
véhami © = (21,...,2;)7, kde 2; > 0 a 2;711 x; =1. Predpoklad nezapornosti
znamena, ze kratke pozicie su zakazané. Tento predpoklad zakazanych predajov
uvazujeme v celej praci. Ndhodny vymos danej akcie je p; a p = (p1,...,ps)".
Vymos portfolia potom je:
R(z) = E(p"x).

Riziko portfélia vyjadrime ako mieru rizika. Ak budeme predpokladat rozptyl,
riziko porfélia uvazujeme vo forme:

r(x) = var(p’ ).

Tieto dve kritéria budeme skiimaft simultanne. Existuji rozne pritupy na riesenie
takychto tloh. Jednou z moznosti je Specidlny pripad tlohy viackriteridlnej opti-
malizacie. Konkrétne ide o dvojkriterialnu tlohu, ktora je zndma ako mean-risk
model. Riesenim takejto tilohy dostaneme eficientné portfolia.

Definicia 4. [13] Portfélio s J akciami a vahami x; pre i = 1,..., J nazveme
eficientngm vzhladom k vynosu a riziku, ak neexistuji iné vihy x* = (x3,..., %)
také, Ze 7 xf = 1 pre xf > 0 a sicastne plati, Ze R(x*) > R(x) a r(x*) <
r(x), kde aspon jedna z neroznosti je ostrd.

Poznamka. Ak existuje také x*, tak potom hovorime, Ze x* dominuje x.

Eficientné portfélia je mozné najst viacerymi sposobmi. Prvou a najcastej-
sie pouzivanou formuléaciou je minimalizacia rizika s obmedzenim na pozadovany
oc¢akavany vynos. V druhom pripade mdzeme maximalizovat oc¢akavany vynos
a pracovat s rizikom v obmedzeni. Poslednou uvazovanou moznostou je agrego-
vany pristup. Formulacia, kde minimalizujeme riziko a obmedzenie kladieme na
pozadovany ocakavany vynos, vyzera nasledovne:

min r(x)

za podmienok R(x) > pu,
(1.2)



DalSou moznostou definovania mean-risk modelu, ktory budeme pouzivat, je
agregovany pristup. Zavedieme parameter A. Nech je A € (0,1), potom agregova-
nou tlohou bude:

max AR(xz) — (1 = N)r(x)
J
za podmienok Y ;=1 (1.3)

j=1
2; >0, j=1,...,J

Ulohu 1} je mozné riesit aj pre A v krajnych bodoch 0 a 1. V tomto pripade sa
ale musi navyse predpokladaf jednoznac¢nost riesenia. Inak nie je garantované, ze
optiméalne portfélio tlohy bude eficientné.

Tieto dve formulacie budeme pouzivat pri rieSeni v praktickej casti tejto prace.
Pre tuplnost uvedieme aj poslednu alternativu definovania mean-risk modelu.
Tymto pristupom sa v nasej praci zaoberaf nebudeme, takze oboznamime ci-
tatela len so vSeobecnou definiciou. Ide znova o ulohu s obmedzenim, kde teraz
maximalizujeme vynos a obmedzenie kladieme na riziko. Matematicky tito tilohu
mozeme napisat takto:

max R(x)

za podmienok r(x) < o2,

J
ZIE]' =1
j=1

x>0, j=1,...,J,

(1.4)

kde 02 je maximalna hodnota, ktortd méze riziko nadobudat.
[26] Ak R(x) je konkdvna, r(x) je konvexnd na konvexnej pripustnej mnozine, tak
tri tlohy [I.2] [[.3] a[I.4] generuji rovnaki eficientnit mnozinu optimél-nych rieseni.

Dokaz tohto tvrdenia mézeme najst v [26]. Uvedieme este jedno Lemma, ktoré
je vyuzité pri dokaze Tvrdenia [1.3] [26] Nech z* je optimalne rieSenie tlohy [1.3]
potom x* je optimalne riesenie tlohy s parametrom [, = R(x*).

Dalfou formuliciou je modifikovana tloha (L.3). V tlohe sme pouzivali
len jeden datovy subor. Pozrieme sa na vsSeobecnejsi pristup. Predpokladajme,
ze mame k dispozicii K datovych siborov. Teda budeme pracovat s K réznymi
nahodnymi vektormi vynosov. Musime vyrieSit K tloh a tym sa snazime néajst K

optiméalnych rieseni. Nech xf je vaha j-tej akcie v k-tej lohe pre k=1,..., K a
xF = (28, ... 2%)T. Dalej nech p* = (pF,..., p%)" je vektor nahodnych vynosov

prislichajucich k-tej ilohe. Rovnako ako na zaciatku tejto podkapitoly analogicky
dostaneme vymos a riziko portfélia prisluchajice k-tej ilohe. Oznaéime ich R(z*)
a r(x"¥). Vynos portfélia prislichajici k-tej tlohe pre k = 1,..., K potom je:

R(z*) = E((p")"=")

a riziko portfélia prislichajice k-tej tlohe pre kK = 1,..., K, ak predpokladame
podmienent hodnotu v riziku uvazujeme vo forme:

r(x") = OVaR(—(p*)Tx").



Vseobecne mézeme tuto ulohu napisat nasledovne:

max AR(z*) — (1 = N)r(z")
za podmienok >, z% =1, } k=1,...,K (1.5)

ah>0,j=1,...,J

Nech vektor p™ pren € {1,..., N} je J-rozmerny ndhodny vektor. Jeho zlozky
budeme znacit p7 pre j € {1,...,J} an € {1,...,N}. Predpokladajme, Ze
vektory ndhodnych vynosov maju diskretne rozdelenie a to je dané realizaciami,
ktoré nazveme scendre. Potom s} je n-ty scenar vynosu j-tej akcie. Tieto scendre
sa budt nadobtidat s rovnakou pravdepodobnostou. Dalej nech fi je J-rozmerny
vyberovy priemer scenarov, ktory oznac¢ime nasledovne:

1N
Q= ¥ ;::1 s", (1.6)
kde s" = (s?,...,5"%) a V je vyberové kovarianéné matica scendrov:
. R
V=v_1 ;(Sn —A)(s" — )" (1.7)

Teraz formulujeme jednotroviové modely pre jednotlivé miery rizika v pri-
pade vybranych typov formulacii mean-risk modelov. Podrobny popis vytvara-
nia modelov popiSeme len pri semivariancii. Za predpokladu diskrétneho rozdele-
nia s rovnako pravdepodobnymi scenarmi dostaneme ostatné modely analogicky
a uvedieme uz len ich finalnu verziu.

1.3.1 Rozptyl
Najprv analogicky na zéklade 1' a 1| vypocitame f1 a V., kde V je regu-
i

larna matica. i, je minimalny pozadovany ocakévany vynos. Uloha je v
tomto pripade:
Ir%cin Ve
za podmienok &’ ft > ftmin,
J (1.8)

Uloha 1) je v tomto pripade:

max Melp— (1= NV
J
za podmienok Z T;= (1.9)
=1
X > 07 J=1 a‘]



1.3.2 Semivariancia

Nech miera rizika r(x) je semivariancia. V mean-risk modele s obmedzenim
na pozadovany ocakdvany vynos minimalizujeme funkciu:

N
;Z max (0, —Zar: st —aTs™)?)

Ulohu so semivarianciou v ucelovej funkcii vieme prepisat na tlohu kvadratického
programovania. N-ti zlozku vyrazu v sume nahradime premennou z". Dostaneme
zospodu obmedzent tcelova funkciu. Vyraz za sumou, ktort ndm vytvara funkcia
maximum, zohladnime v mnozine pripustnych rieseni. Ocakavany vynos R(x) je:

1 X
— x s"
P>

Celkovo tloha (|1.2)) je v tomto pripade:

B P

1
za podmienok 2" > —xTs" + N Z xlsk, n=1,...

L& (1.10)
7Zw 3n>ﬂmzn

Nn:l

J

dTi=

J=1

.ZU] > 07 j =1, aJ

V agregovanom mean-risk modele vystupuje miera rizika a ocakavany vynos
v ucelovej funkcii. Obe veli¢iny R(z) a r(x) prepiSeme rovnako ako v tilohe [L.10]
a pripominame, ze A je parameter. Uloha 1} je v tomto pripade:

1 N
max ANHZIJJ N;
za podmienok 2" > —xl Zw n=1,...,N

1.11
2" >0, n=1,.. ( )

J
Z$j =1
j=1

achO,jzl,...,J.

N

°

Teraz modifikujeme ilohu (1.3]). Zmena vodi tlohe (1.3]) je v spésobe pristupu
k datam. Budeme pracovat so skupinami dat, ktoré nazveme datové sibory. Nech
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mame K datovych siborov a v kazdom datovom stibore je M vynosov. Datové
sibory st vytvorené posunom okna velkosti M o jedno pozorovanie. Budeme
hladat K optimalnych rieseni. R(z*) a r(x*) budd vypocitané pre kazdy datovy
subor k = 1,..., K ako v tlohe . Ulohu resp. posuvné okno, kde sa
postvame stale o jedno pozorovanie vieme matematicky vyjadrif nasledovne:

max A— st — (1= A)— (z2)
g Mo o M = VE

N 1k+M71 T

n t

zQZ—Elxjsj—i—M Ek (x")'s', n=k,....,k+M-1 A
J= t= o

Poznamka. Predchddzajici optimalizacny problém je zdkladom pre out-of sample
model. Out-of sample modelom sa budeme zaoberat v naledujicej kapitole.

1.3.3 Absolutna odchylka

Dalsou mierou rizika je absoliitna odchylka. V tomto pripade minimalizujeme
nasledujuci vyraz:
N
1
T n
xr s"— —
N

n=1 n=1

1 NTn
N r S

Ulohu s absolitnou odchylkou v téelovej funkeii vieme prepisat na tlohu li-
nearneho programovania. N-tu zlozku vyrazu v absolttnej hodnote nahradime
n-tou premennou z". Dalej taktieZ vyuZijeme tento prepis vyrazu v absolitnej
hodnote:

2] = 2 (1.12)

|z| > —=z



Uloha 1.) je v tomto pripade:

1 N
: . n
P
1 N
za podmienok z" >ax’s" — =Y z’s" n=1,...
Nk:l
2> —gls" 4+ — Za: n =1,
k=1
1 N
T
N Z x' s> Homin
n=1
J

Uloha (1.3) je v tomto pripade:

1 N
ma, >\ ! 1—=XN)—=> 2"
nax Z —(1-2) N,;
1 N
za podmienok 2" > xls" — — Z xl'sk, n=1,
N3
1 N
2> —xls"  — Z xl's®? n=1,
N3
J
>z =1
j=1
‘T] > 07 j = 9 7']
Uloha 1) je v tomto pripade:
1 J ML k+M—1
max Ayrd, D si—(1-Ngp 2 A
j 1 n=k n=k
za podmienok
. | M-l
2> =N st — x")'st, n=k,
k ]:Zl 797 M t:Zk ( )

10
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1.3.4 Hodnota v riziku

V pripade hodnoty v riziku pri formulacii s obmedzenim minimalizujeme
VaR, (). Ulohu vieme prepisat na tilohu linearneho celo¢iselného programovania.
Tuato formuldciu mézeme najst napriklad v [22)].

Uloha 1’ je v tomto pripade:
min a
x,a,z™
za podmienok —als"<a+Wz", n=1,...,N
N

Z (1—a)N

6{01} n=1,...,N

¥ (1.15)
N Z 3 > Hmin
J
X ZO, j :1,...,J.
kde z je dolna cela cast ¢isla x a W je dostatocne velka konstanta, tj.
W > max s}l — min s?.
FED Jim
Uloha 1) je v tomto pripade:
max )\ Za: "—(1-=XNa
x,a,2" N =
za podmienok —azls"<a+W:", n=1,....N
Z "= (1—-a)N
(1.16)

2" emJL n=1,....N

J
Z CL’j =1
2; >0, 5=1,...J
Uloha 1) je v tomto pripade:
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1 J k+M-1

max Ar>0 Y agsi — (1= Na

j=1 n=k
za podmienok

J
—Zx?s?ﬁak—l—w,z,?, n==k, ..., k+M-—1
j=1

k

k=1,....K
dap=(01-a)M
n=1
zp€{0,1}, n=k,....k+M—-1
J
Zm?zl,
j=1

>0, 5=1,...,J

J

1.3.5 Podmienena hodnota v riziku

V pripade podmienej hodnoty v riziku pri formulédcii s obmedzenim budeme
postupovat podobne ako v hodnote v riziku. Ulohu vieme prepisat na tilohu line-
arneho programovania. Tito formuldciu mézeme najst napriklad v [34].

Uloha 1’ je v tomto pripade:

1 N
za podmienok 2" > —a’s" —a, n=1,...,N
2">0, n=1,....N
A (1.17)
NT "> min
J
dozy=1
j=1
x; >0, 7=1,...,J
Uloha 1) je v tomto pripade:
1 X 1 N
A— "T—(1=A —_ "
D NZ;wS ( )m+(yﬂ@NZ;Z)
za podmienok 2" > —axls"—a, n=1,...,N
>0, n=1,....N (1.18)
J
ZZL‘jzl
j=1

2; >0, 5=1,...,J.

Uloha (1.5) je v tomto pripade:
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1 J k+M-1 . 1 k+M—1
1131})?;% )\]\4_]21 ;k I'JS? — (]_ — )\)(ak + m Z ZZ)

n=k
za podmienok

1.4 Stochastickd dominancia druhého radu

DalSou moznostou popisania rizika je pristup pomocou stochastickej dominan-
cie vyuzitim tzitkovych funkcii. Tato tedria je zalozena na porovnnani nadhodnych
veli¢in za urcitych preferencii. V tomto pripade prevedieme dvojkriterialnu tlohu
na jednokriteridlnu, kde maximalizujeme uzitok. Zékladné informacie o uzitko-
vych funkcidch mézeme ndjst v [10]. Teraz sa pozrieme blizsie na stochasticku
dominanciu. Ide o najmodernejsi pristup k teorii izitku. VSeobecne mé stochas-
tickd dominancia urc¢ity rad. V nasej praci sme sa rozhodli pouzivat dominanciu
druhého radu. Blizsie informaécie o stochastickej dominancii inych radov je mozné
najst v [19]. V tejto podkapitole budeme pracovat s kardindlnou tzitkovou fun-
kciou za rizika a ndhodné veli¢iny A a B budu vynosy.

Definicia 5. [22] Povieme, Ze u: I — R, I € R je kardindlna iZitkovd funkcia,
pokial je spojitd a neklesajica.

Poznamka. Namiesto spojitej funkcie mozZeme uvaZovat taktieZ po castiach sko-
koviti. Predpoklad neklesajicej funkcie vyjadruje predpoklad nenasytenosti inves-
tora.

Definicia 6. [22] Nech A a B si ndhodné veliciny, potom A strikne dominuje B
vzhladom k stochastickej dominancii 2. radu (SSD), ak Eu(A) > Eu(B) pre vietky
konkdvne uzitkové funkcie také, Ze existuju stredné hodnoty a existuje konkduvna
uzitkovd funkcia ug takd, Ze Fug(A) > Fug(B). Tito striktni dominanciu ozna-
cime A =ssp B.

Poznamka. Fxistuje aj slabd verzia definicie (A ssp B), kde dominancia dru-
hého radu nie je striktna. V tomto pripade predpoklad o existencii uzitkovej fun-
kcie ug splnujuci ostri nerovnost nie je vyzadovany. Skratka SSD je z anglického
terminu "second-order stochastic dominance’.

Poznamka. Nech A =gsp B potom Ziadni rizikovo averzni investori nepreferuji
B pred A.
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Poznamka. MnoZina vsetkijch konkdvnych iZitkovijch funkcii je jeden z mnoha
typov generdtorov. Inym prikladom moZe byt mnozina vsetkych uzitkovych funkcii.

Priklad. [19] Uvedieme priklad stochastickej dominancie druhého radu pre nor-
malne a diskrétne rozdelenie ndhodnych veli¢in A a B.

o Nech mame ndhodné veli¢iny A ~ N(ua,04), B~ N(up,0p), kde stredné
hodnoty (p4, ) € (—00,00) a (0%,0%) € (0,00). Potom plati:

A ssp B & pia > pp & 03 < o,

e Nech ndhodna velicina A nadobuda hodnoty aq,...,ay s rovnakou prav-
depodobnostou 1/N a a; < ... < ay. Nech ndhodné veli¢ina B nadobuda
hodnoty by,...,bx s rovnakou pravdepodobnostou 1/N a by < ... < by.
Potom plati:

AsgspBe X! a0, >0, b; pre n=1,...,N

Definicia 7. [12] Funkciu Fy : R — R definovani vztahom F4(s) = P[A < s]
nazveme distribucnou funkciou ndhodnej veliciny A.

Definicia 8. [1Z] Nech Fj je distribucna funkcia ndhodnej veliciny A. Funkcia
Ff(l_l)(v) =inf{s: Fa(s) > v}, v € (0,1) nazgvame kvantilovou funkciou ndhod-
nej veliciny A.

Definicia 9. [23] Hovorime, Ze kumulovand distribucnd funkcia je plocha pod dis-
tribucnou funkciou Fa(s) do bodu t

FP0) = [ Fas)ds

a kumulovand kvantilovd funkcia

— P (-
FOP ) = [Py Vigdg, pe (0.1

=00, inak.

Veta 1. [253] Nutnd a postacujica podmienka pre SSD

e A>ssp B& Ff)(t) < F](;)(t) V t € R a ezistuje ty € R také, Ze
Ff)(tg) < F]_(;) (to)

e Asgsp B FU2(p) > FSP(p)V p e (0,1] a existuje py € (0,1] také, Ze
F/(f)(po) > Fz(f) (po)

e A >ssp B< CVaR, (-A) < CVaR, (-B) Ya € [0,1] a existuje oy €
[0,1] také, Ze CVaR,, (-A) < CVaR,, (-B) kde A a B si nahodné vijnosy
s konecnymi absolutnymi prvymi momentms.

Uvedieme, kedy je portfélio SSD eficientné.
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Definicia 10. [23] Hovorime, Ze portfdlio  je SSD neeficientné, ked existuje
portfélio y také, ze y* p striktne dominuje ¥ p v zmysle SSD. Inak je portfélio x
SSD eficientné.

Nutnou a postacujicou podmienkou na posudenie portfélia, ¢i je SSD efi-
cientné je nasledujice tvrdenie. [24] Dané portfdlio y je SSD eficientné vtedy a
len vtedy ked ¢(y|w) = 0, kde w > 07 a

N
¢(ylw) = max ZwTdr
r=1

dr,’l)t;,',:lt

N
za podmienok — N '&"s' +r7'd, — v, +1r7' > g,

1r’12yTsk, tr=1,...,N

J (1.19)

2%

k _

x; >0, j=1,...,J
-, <0, tr=1,...,N
—d. <0, r=1,...,N.

Ak {(ylw) > 0 potom optimalne riesenie x* tlohy je SSD eficientné
a striktne dominuje y v zmysle SSD.
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Kapitola 2

Dvojairovnové optimalizacné
problémy

V roznych odvetiach je tento typ ulohy aplikovany na problémy s hierarchic-
kym usporiadanim do dvoch rozhodovacich drovni. BeZzne je vyuzivany v ma-
nazmente, energetike, ¢i v ekonomickom planovani. My sa budeme zaoberat opti-
malizaciou portfolii. V tejto kapitole sa budeme venovat formulovaniu roznych
dvojuroviiovych modelov. Vyuzijeme sStyri definované miery rizika a taktiez aj
stochastickii dominanciu druhého radu. Najprv uvedieme vseobecné formulécie
a v jednotlivych podkapitolach rozpiseme dané modely podrobnejsie.

2.1 Vseobecna formulacia

Dvojurovnové optimalizacné problémy tvoria podmnozinu optimaliza¢nych
uloh s dvoma optimaliza¢nymi poziadavkami. Od klasickej optimalizacnej tlohy
sa lisi tym, ze v podmienkach rieSseného problému sa nachadza optimalizacny
problém inej tlohy. Ide o takzvani vnorent tlohu. Hlavnym (vonkaj$im) riese-
nym problémom rozumieme hornd troven tlohy a vnoreny problém tvori dolnu
troven ulohy. Vychddzali sme z definicie v [4] a [9].

Definicia 11. Vseobecnou formuldciou dvojiroviiového optimalizacného prob-
lému rozumieme

n  F
JHn, (x,y)

za podmienok G(x,y) <0,
H(zy) =0,

. 1)
f(zy) = minf(z.2)
za podmienok g(x,z) < 0,

h(z,z) = 0.

kde x € X C R™, y € Y C R™ su premenné hornej urovne a z € Y C R™
dolnej urovne. Podobne funkcia F': R™ x R™ — R je ucelova funkcia hornej
drovne a f: R™ x R™ — R je ucelovd funkcia dolnej urovne. Vektorové funkcie
G: R" xRz — R™ o H: R" x R — RY s podmienky hornej drovne.
Poslednymi vektorovymi funkciami g: R™ x R™ — R™ g h: R™ x R™ — R?
st podmienky dolnej drovne.
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Poznamka. V pripade, Ze budeme pracovat v dolnej irovni s I optimalizacnyms
dlohami, tak formuldcia sa zmend nasledovne

R F(x,y;)

za podmienok G(x,y;) <0,
H(zy;) =0 (2.2)
filz,y:) = Tégfi(xvzi>
za podmienok  g;(x,z;) <0, } pre i=1,...,1
hi(m,zi) = O7

kde x € X C R™, y; € Y C R s premenné hornej urovne a z; € Y C R™ dol-
nej urovne. Podobne funkcia F: R™ x R™ — R je ucelovd funkcia hornej drovne
a fi: R xR™ =5 R pret=1,...,1 su ucelové funkcie dolnej irovne. Vektorové
funkcie G: R™ xR — R™ g H:R™ xR — R4 si podmienky hornej tirovne.
Poslednymi vektorovymi funkciami g;: R™ x R" — R™ g h;: R™ x R"2 — R2
prei=1,...,1 si podmienky dolnej urovne.

Budeme pracovat s nasledujicimi mnozinami.
Mnoziny pripustnych rieseni :

S(x)={z€Y:g(®z) <0,h(z,z) =0}
Su=A{(wy) €eXxY:G(zy) <0, H(zy) =0}
Mnozina optimélnych rieseni dolnej tdrovne :
P(x)={y:y € argmin(f(x,z):z € S(x)}
Indukovana oblast je poslednd mnozina, ktori budeme vyuzivat. Ide o mnozinu

pripustnych rieseni pre dvojuroviiovi optimaliza¢ni lohu. Matematicky ju moze-
me vyjadrif takto:

IR = {(z,y) : « je pripusté riesenie hornej tirovne,y € P(x)}
Dalej budeme predpokladat, Ze aspon pre nejaké x : S(x) # 0 a P(x) # 0.
Priklad. Uvedieme elementarny priklad dvojuroviiovej ulohy. Pre jednoduchost

predpokladajme, Ze riesime linearny dvojuroviovy problém so spojitymi premen-
nymi, tj. x € R, ye R, ze R aX={z >0}, Y={z>0}

min T+ 3y

za podmienky —y = Hlel_%{l —z
za podmienky —r—4z< =8
T+ 2z < 8
r+2z< 13
1<z < 6
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P(z) je mnozina optimalnych rieSeni pre dolni troven. V nasom priklade
vyzera nasledovne: P(z) = {(z—13)/2,2—8} a kedZe nemame ziadne podmienky
v hornej drovni, tak je to zaroven aj indukovatelna oblast, ktort mozeme vidiet
na Obrazku naznacenou oranzovou farbou. Cervenou farbou je naznaceny
bod, ktory by bol optimom, ak by slo len o jednoturoviovy problém a modrou
farbou je naznacené optimum dvojiroviovej ulohy.

Obr. 2.1: Indukovatelnd oblast.

—_— AT

A iz

In

— X+ 22513

— 1<x<6

(=]

L=}
|

Vyuzitim piatich mier rizika a stochastickej dominancie druhého rddu uve-
dieme vsSeobecné formulacie modelov. Stale budeme pracovat s J akciami, kde
budeme mat k dispozicii N scenarov. V prvych dvoch formulaciach bude nasim
cielom n&jst portfélio, ktoré je najblizsie k znamemu portféliu y a zaroven efi-
cientné vzhladom k mean-risk modelu. Tieto dve formulacie sa lisia spdsobom
formulédcie podmienky eficiencie. Na dolnej irovni budeme pracovat s premennou
x € R’. Optimélne riesenia & dolnej irovne ozna¢ime ako * € R”. Tieto riesenia
sa stani premennymi hornej drovne, ak lezia v pripustnej mnozine rieseni hor-
nej urovne. Prvym skiimanym modelom bude dvojiroviova tloha, kde na dolnej
urovni budeme pracovat s tlohou . Teraz upriamime poroznost na znacenie
[min, Ktoré v dolnej a hornej tirovni méa int funkciu. Pre jednoduchost sme pone-
chali rovnaké znacenie. V dolnej irovni p,,;, vystupuje ako parameter. Do mno-
ziny pripustnych rieseni hornej irovne sa posuni len tie hodnoty parametra 6y,
pre ktoré existuje optimalne rieSenie * € R”7. V hornej drovni pi,,;, uz vystupuje
ako rozhodovacia premenna. Tato tloha bude vyzerat nasledovne:
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min |y — a7

)U‘mi'nnm*
za podmienok i > 0
r(x*) = min r(x)

za podmienok R(x) > fimin, (2.3)

J
Zl’j =1
j=1

sz(),jzl,...,J.

Druhym skiimanym modelom bude dvojiroviova tloha, kde na dolnej tirovni
budeme pracovat s tlohou . Zmnacenie \ v tomto type tlohy vystupuje analo-
gicky ako pinin. V dolnej tlohe je A parameter a v hornej tlohe premenna. Téato
uloha bude vyzerat nasledovne:

. *
min - [ly — 27|

za podmienok 0< A <1
AR(z*) — (1 = Mr(z”) = max AR(z) — (1 — N)r(x) (2.4)

J
za podmienok Y z;=1
=1

xj>0,]:1,,J

V druhom type modelu vyuzijeme tlohu . V dolnej trovni budeme hla-
dat K optimalnych rieSeni pre £ = 1,...,K. Nech ** € R’ st optimélne rie-
Senia dolnej trovne premennej x¥ € R7. Na dolnej trovni v praktickej casti
budeme pracovat s desiatimi skupinami vynosov, tj. K = 10. V jednej skupine
bude M vynosov. V praktickej casti budeme uvazovat M = 20. Tieto skupiny
tvoria in-sample. V hornej trovni sa zamerame na maximum out-of sample vy-
nosov. Out-of-sample vynos pre k-tu skupinu je s***. Pripominame, ze datové
stubory vznikaji posunom okna o jedno pozorovanie. Teda pracujeme s posuvnym
oknom vytvorenym z M vynosov a okno sa posunie K-krat stale o jedno pozoro-
vanie. Celkovo v tomto type tlohy potrebujeme mat k dispozicii K 4+ M vynosov.
Znacenie A vystupuje analogicky ako piyi,. V dolnej ulohe je A parameter a v
hornej ilohe premenna. Tato tiloha bude vyzerat nasledovne:
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1 i k+MN\T _ *xk
fees E,;(S )@ (2.5)

za podmienok

0<A<1
AR(x**) — (1 — Nr(z*) = max AR(z") — (1 — M)r(x)

za podmienok Z xf =1,

Poslednym formulovanym typom tlohy je kombinacia mean-risk modelu a sto-
chastickej dominancie druhého rddu. Podla Tvrdenia [I.3| m6Zeme vyuzit akykol-
vek mean-risk model. Vyberieme prave jeden. Budeme pracovat s agregovanym
typom mean-risk modelu. Teraz najprv ndjdeme SSD mnozinu eficientnych rieSeni
a na tejto mnozine budeme hladat optimalne rieSenie mean-risk modelu pre dané
riziko. Ttto tlohu dostaneme kombinaciou tloh a jednourovnovych modelov,
ktoré sme definovali v prvej kapitole. Na dolnej tirovni hladame SSD eficientni
mnozinu, teda chceme mnoZinu takych & = (&;,...,&,)7T, ktoré Ziadne & nedomi-
nuje. Podla Tvrdenia dané portfolio je eficientné, ak tcelova funkcia je rovna
0. V hornej tlohe je A parameter, no my sa obmedzime len na A = 1/2. Dalej
nech d; je optimélne riesenie tlohy [I.19] tak tloha bude vyzerat nasledovne:

mgax AR(E) — (1= M)r(§)

J
za podmienok ij =1,

7j=1

N N
Z w,d, = max Z w,d,
r=1

r—=1 r,Ut,r, L
N (2.6)
za podmienok — N lgTst 4071, — Ve + r1 Z (s
k=1

k=1
J
Z%’ =
j=1
k
T; >0
-0, <0, tr=1,...,N



2.2 Linearna dvojurovinova optimalizacna tloha

Upravou vseobecnej definicie uvedieme explicitne ako linedrna dvojaroviova
tloha (BLPP) vyzera.

Definicia 12. Predpokladajme, Ze x € X CR™, y €Y C R™, z €Y C R™,
F:XxY =R f:XxY =R} er,ep € R, dy,dy € R, by € RP, by €
R?7, Ay € RP*™ B, € RP*™ A, € R?*™ B, € R?", Potom dvojuroviovi
linedrnu ulohu moZeme napisat nasledovne:

min c1T + dly
zeX,yeY

za podmienok Ajix + Biy < by, (2.7)
cox + day = Hél}p cox +doz '

za podmienok Asx + Baz < ba,

Poznamka. Definicia je definovand pre spojité premenné (L-BLPP). Nech
a B" = {0,1}" resp. B™ = {0,1}". Ak predpokladime X C R™ a Y C B™
resp. X C B™ a Y C R™ tak ide o spojito-dikrétnu resp. diskrétno-spojitu line-
drnu dvojirovriovi dlohu (CDL-BLPP resp. (DCL-BLPP)). Ak budeme pracovat
s X C B™ aY C B™, tak ide o diskrétnu linedrnu dvojiroviiovi dlohu (D-
BLPP).

Teraz podrobne popiseme mean-risk modely s obmedzenim na oc¢akavany vy-
nos a agregované modely . Pomocou nich budeme formulovat dvoju-
roviiovy problém. Ako sme uz popisali vyssSie, nasim cielom je najst portfélio,
ktoré bude najblizsie k zndmemu portféliu y a zaroven maen-risk eficientné vzhla-
dom k danej miere rizika. Na linedrnu dvojuroviiova tlohu vieme prepisat tri
zo skiimanych rizikovych mier, tj. hodnota v riziku, podmienena hodnota z riziku
a absolutnu odchylku. Kde v pripade hodnoty v riziku ide o spojito-diskrétnu
linearnu dvojurovovu tlohu a vo zvysnych dvoch budeme pracovat so spojitou
linearnou dvojuroviiovou tlohou. Budeme pracovat s J akciami, kde budeme mat
k dispozicii N scerarov. Optimélne rieSenia € R’ dolnej drovne oznac¢ime ako
x* € RY.

2.2.1 Podmienena hodnota v riziku

Nech tloha (1.2]) sa nachddza v dolnej tirovni a mierou rizika je podmienend
hodnota v riziku. Potom dvojiroviiova tloha ([2.3)) bude vyzerat nasledovne:

min |y — 7
.u‘minym*

za podmienok i > 0
CVaR(—pTx*) = min CVaR(—p*x)
za podmienok R(x) > fimin, (2.8)

J
Z.I‘j =1
j=1

2; 20, j=1,...,J
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Normou v ucelovej funkcii budeme v celej praci rozumiet absolitnu hodnotu:

J
> |y —
j=1

Formuléciu ulohy v druhej Grovni je mozné prepisat na linedrnu tilohu ako sme
uz ukazali v (1.17)). Absolttnu hodnotu v tcelovej funkcii hornej tlohy prepiSeme
pomocou (|1.12)). Celkovo dostaneme linedrnu formuléciu tlohy ([2.3)). Tuto tlohu

zapiseme nasledovne:

(2.9)

J
min Z m’
j=1

Mmin,mJ,z*
za podmienok m’ > y; — xj
J * o
m’ > T — Y

1 ol 1 al
* l*n — : ln
¢ +(1—oz)NnZ::1 ﬂfﬁa+(1—a)N,; 2.10)
za podmienok "> —x's" —a, n=1,... N '

)

">0, n=1,....N
i i xls" > o
- mins
N n=1
J
Z rj =1,
j=1
T 20, jzl,,J
Nech tloha (1.3) sa nachadza v dolnej trovni a mierou rizika je podmienena
hodnota v riziku. Formulaciu tlohy v druhej tirovni je mozné prepisat na linearnu

tlohu ako sme uz ukazali v (1.18]). Absolitnu hodnotu v tcelovej funkcii hornej
tlohy prepiseme pomocou ([1.12)). Celkovo dostaneme linedrnu formulaciu tlohy
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(2.4). Tato ulohu zapiSeme nasledovne:

min
A,md x*

za podmienok

J .

2 m’

j=1

7 Lk
m’ > y; — x;

J * o
m zxj Y;

0<A<1
1 X L 1 N
)\N;w s"—(1—=XN)(a +7(1—04)an_:ll ) =

x,a,l™

1 X 1
:max/\NZ:ns —1=-Nae+ ——=
n=1

za podmienok [" > —xTs" —a, n=1,...,
">0, n=1,...,N
J
Zl’j:l,
j=1
z; >0, 7=1,...,J.
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Tretou formulaciou je modifikovana tloha ((1.3). V druhej Grovni budeme hla-
dat K optimalnych rieseni a na prvej irovni budeme maximalizovat out-of sample

vynos. Formuldcia dvojaroviiovej tlohy (2.5) v pripade podmienenej hodnoty v
riziku je:

1 K k+MN\T _ *xk
max g e

za podmienok

(2.12)
0<A<1

1 J k+M-1 N 1 k+M-—1
/\MZ Z 28T — (1= N)(ag +

j=1 n=k (1—a)M etk
1 J k+M-1 N 1 k+M-—1
A My me T Nty 2 )
za podmienok
J i k=1,
l2>—2x]3?—ak, n==k, ... k+M-—1
j=1
>0, n=k....,k+M-1
J
Zx;‘?:l,
j=1
r;>20,7=1,...,J.

Poslednym formulovanym typom tlohy je kombinacia mean-risk modelu a sto-

chastickej dominancie druhého rddu. Formulacia (2.6) v pripade podmienene;j
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hodnoty v riziku je:

max
670’7[”

za podmienok

1 al T . n Nn
N;S s —(a+mzl)

"> —¢'s"—a,n=1,....N
">0,n=1,...,N

J
Y &=1
j=1

N N
Z w,d; = max Z w,d,
drﬂ)t L
r=1 ’ r=1
N
za podmienok — N 'aTst 4+ r71d, — Ve + Pt Z Vg
k=1

<Ny TSk, tr=1,...,N
k=1
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2.2.2 Absolatna odchylka

Nech uloha (|1.2)) sa nachddza v dolnej trovni a mierou rizika je absolitna
odchylka. Formulaciu ulohy v druhej tirovni je mozné prepisat na linearnu lohu
ako sme uz ukazali v ((1.13)). Celkovo dostaneme linearnu formulaciu tlohy ([2.3]).

Tuato tlohu zapiseme nasledovne:

J
min Z m’
j=1

Pomin ™

za podmienok ml > Yy — T

Hmin >0
1 al *1 . 1 o n
N 2
1 N
za podmienok [" > x’s" — N Z x's", n=1,...,N
n=1
1 N
Z”Z—wTs”—l——Zst”, n=1...,N
Nn:l
J
S x"s" > fnin,
Nn:l
J
Zl’j = 1,
j=1

(2.14)
Nech tloha ({1.3) sa nachddza v dolnej drovni a mierou rizika je absolitna od-
chylka. Formulaciu tlohy v druhej drovni je mozné prepisat na linearnu tlohu
ako sme uz ukazali v ((1.14)). Celkovo dostaneme linedrnu formuléciu tlohy ([2.4)).
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Thato dlohu zapiseme nasledovne:

J
min Z m?
j=

A,md x*

1
za podmienok m’ > Yy; —
m! >z —y;
0<A<1
1 X N
A= x*Ts" Y=
Nn:l =
=y Z = N
za podmienok [" > x’s" ——Zaz n=1,...,N
1 N
"> —xls"+ —SN a’'s", n=1,...,N
Nn:l
J
Z:Bj =1,
j=1
x; >0,5=1,...,J
(2.15)

Tretou formuldciou je modifikovand tloha (1.3). V druhej tirovni budeme hla-
dat K optimalnych rieseni a na prvej irovni budeme maximalizovat out-of sample
vynos. Formuldcia dvojuroviiovej tlohy ([2.5) v pripade absoliitnej odchylky je:

1 K

&{lﬁ)k( - Z(SHM)Tm*k
! (2.16)
za podmienok
0<A<1
1 kM=l 1 k+M—1
A— "
le 5 s Z
J n=k
J RAM-1 1 kHM-1
= /\— —A)— i
Smax A Lo g 2l
za podmlenok
1 k+M—-1
ZZZ—foS?—i—f S (@)Ts', n=k k+M—1 k=1,
7j=1 M t=k
1 k+M-—1
lzz;xfs?—ﬂ > ("''s', n=k kE+M—-1
j= t=k
J
Za:f =1,
j=1
2y 20, j=1,....J
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Poslednym formulovanym typom tlohy je kombinédcia mean-risk modelu a sto-
chastickej dominancie druhého rddu. Formulacia (2.6) v pripade absolitnej od-

chylky je:

NS NS

za podmienok [" > ¢Ts

N
"> éTS"—l—iZﬁTs", n=1...,N
N n=1
J
D &=
j=1
§=>0,75=1...,J
N
> wdi =0
) N (2.17)
Z w,d; = max Z w,d,
r=1 drver®
N
za podmienok — N 'zTst 4+ r71d, — Vi + Pt Z Vkr
k=1

.
< —N"1pt ZETsk, tr=1,...,N
k=1

2.2.3 Hodnota v riziku

Nech tloha (|1.2)) sa nachddza v dolnej drovni a mierou rizika je hodnota v ri-
ziku. Formulaciu tlohy v druhej irovni je mozné prepisat na celoc¢iselnt linedrnu

tlohu ako sme uz ukézali v ((1.15). Celkovo dostaneme formuldciu tlohy ({2.3)),
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ktora je linearna a celoc¢iselna. Tuto tlohu zapiseme nasledovne:

min . Z m?

Hmin mt,x ]:1

za podmienok m’ > y; — T

za podmienok —a’s" <a+WI", n=1,...,N
Zl”— (1—a)N
l"E{O,l}, n=1,...,N,

1 N
N7 mTSn Z mins
N 2 z

(2.18)

J
Yoxy=1,
j=1

kde z je dolné celd cast Cisla x a W je dostatocne velka konstanta.

Po vyuziti znalosti z ((1.16)) a ((1.12)), ak predpokladdme, Zze v dolnej drovni je
tloha ((1.3) bude formuldcia pre hodnotu v riziku nasledovna:

min Z m?

A,mJ x*

za podmienok m’ > y; — o

N
s —(1—Na' —Iﬂ&X)\ Zw "—(1-=XNa
za podmienok —als"<a+WI", n=1,....N
Zl"— (1—a)N

l”e{O,l}, n=1,...,N,

J

> zi=1,

j=1

a:jZO,jzl,...,J.
(2.19)

Tretou formulaciou je modifikovana tloha ((1.3). V druhej Grovni budeme hla-
dat K optimalnych rieseni a na prvej urovni budeme maximalizovat out-of sample
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vynos. Formuldcia dvojuroviiovej tilohy (2.5) v pripade hodnoty v riziku je:

1 K
max  — Z(Sk+M)Tm*k
Aok K el
za podmienok

0<A<1

1 J k+M-1

= max AMZ Z x;“ ?—(1—)\)%
Lo j=1 n=k

za podmienok

J
— YAl <ap+ Wz, n=k,... k+M-1
=

j:
x>0, j=1,...,J

(2.20)

Poslednym formulovanym typom tlohy je kombindcia mean-risk modelu a sto-
chastickej dominancie druhého radu. Formulécia (2.6) v pripade hodnoty v riziku
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je:

max e g: £ls" —q
£7a7ln N n_l

za podmienok —¢€7s"<a+WI", n=1,...,N
N
Y I"=(1-a)N
n=1
"e{0,1}, n=1,...,N,
J
> &=1
j=1
6]207 .]:177J

N
> wdi =0
r=1

(2.21)
N N
Z wyd; = max Z w,d,
d’l‘yvt L
r=1 ’ r=1
N
za podmienok — N tgTst +r71d, — Ve + Pl Z Uk r
k=1

< N1yt ZﬁTsk, tr=1,...,N
k=1

—d. <0, r=1,... N.

2.3 Konvexna dvojirovnova optimalizacna tloha

Konvexni verziu dvojiroviiovej tlohy definovanej v[2.1]dostaneme, ak budeme
predpokladat F, f | G resp. H a g resp. f su spojité a dvakrat diferencovatelné
a konvexné funkcie. Aj napriek oznaceniu konvexna dvojiroviova optimalizacna
uloha, tato tloha moze mat nekonvexni indukovanii mnozinu, ktora moze byt do-
konca aj prazdna kvoli pritomnosti podmienok horného levelu. Mean-risk model,
ak za riziko budeme predpokladat rozptylu alebo semivariancie, je mozné prepisat
na ulohu konvexného programovania.

2.3.1 Semivariancia

Nech tloha (1.2)) sa nachddza v dolnej tirovni a mierou rizika je semivariancia.
Formulaciu tlohy v druhej drovni je mozné prepisat na konvexnud tlohu ako sme

uz ukédzali v ((1.10). Celkovo dostaneme konvexnt formuldciu dlohy (2.3)). Tuto
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tlohu zapiseme nasledovne:

J .
min Z m’
Nmm,m]@* ]:1

za podmienok m’ > Yy — T

1 al *n\ 2 1 al n\2
Nn:1(l ) — N;(l )
1 N
za podmienok " > —z's"+ = > a's", n=1,...,N
N3
>0, n=1,...,N
1 X,
AT Z x 8" > Mo
Nn:l
J
Zl’j = 1,
j=1

(2.22)
Nech tloha (|1.3]) sa nachadza v dolnej trovni a mierou rizika je semivariancia.
Formulaciu tlohy v druhej trovni je mozné prepisat na konvexnu tlohu ako sme

uz ukézali v ([1.11)). Celkovo dostaneme konvexni formulaciu tlohy (2.4]). Tuato

ulohu zapiseme nasledovne:

A,md, x*

J
min Y m’
j=1
za podmienok m? > y; — 2
m’ > x —y;
0<A<1

1 X 1 X )
A— Tgn (1 — \N)— )2 =
Nn;:v s" —( )N;< )

1 X J A
= A— " (1=MN)— "
max N;ms ( )Nngl( )

x,lm
1 N
za podmienok [" > —ax’s" + N Z xl's® n=1...,N
k=1

>0, n=1,...,N

r;>0,5=1,...,J
(2.23)
Tretou formulaciou je modifikovana tloha . V druhej drovni budeme hla-
dat K optiméalnych rieseni a na prvej irovni budeme maximalizovat out-of sample
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vynos. Formuldcia dvojuroviiovej tlohy (2.5) v pripade semivariancie je:

1 & k+MN\T %k
max 7 > (87 e
h=1 (2.24)
za podmienok
0<A<1
1 J k+M-1 N 1 k+M—1
* n *n\ 2
Jj= n= n=
1 J k+M-1 N 1 k+M—1 )
rzr’lcal? )\M; z_;c 3 j—(l—)\)M 2 (17)
Jj= n= n=
za podmienok
J 1 ktM-1 k=1
ZZ>—Z:B;“3’;+— > o (@M's, n=k,....k+M-1 ’
7j=1 M t=k
Ly >0, =k,....k+M-—1
Zx? =1,
j=1
>0, j=1,...,J

Poslednym formulovanym typom tlohy je kombinacia mean-risk modelu a sto-
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chastickej dominancie druhého radu. Formuldcia (2.6)) v pripade semivariancie je:

1 a T .n 1 i m 2
TN ;5 TN n;( )
1 N
za podmienok [" > —¢Ts™ + N Z &'s? n=1,... N
k=1
">0,n=1,...,
J
> &=
j=1
§>0,5=1,...,J
N
Z wed), =
r=1
N N (2.25)
Z wyd, = max Z wyd,
r=1 drVt,r @ r=1
N
za podmienok — N lgTst + 71, — Ve + r1 Z Uk r
k=1

< —N"1pt ZETsk, tr=1,...,N
k=1
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2.3.2 Rozptyl

Nech tloha ([1.2)) sa nachddza v dolnej tirovni a mierou rizika je rozptyl. For-
mulaciu ulohy v druhej trovni je mozné prepisat na konvexnui tlohu ako sme uz
ukazali v (1.8]). Celkovo dostaneme konvexnui formulaciu tlohy ({2.3]). Ttto tlohu

zapiseme nasledovne:
J .
min Z m’
#min:mjvm* —
7j=1
; J %
za podmienok m’ > y; T
J * oy
m’ 2> x; — Y,
zTVx* =min 2’V (2.26)
xr

za podmienok 7 ft > fimin,
J
Zl‘j = ].,
j=1
x; >0, 7=1,...,J

Nech tloha (1.3]) sa nachddza v dolnej tirovni a mierou rizika je rozptyl. For-
mulaciu tlohy v druhej trovni je mozné prepisat na konvexni tlohu ako sme uz

ukazali v (1.9)). Celkovo dostaneme konvexnu formuléciu tlohy ([2.4]). Ttto tlohu
zapiseme nasledovne:

J
min Z m’
A,md x* i=1

za podmienok m? > y; — %
0<A<1 (2.27)
M Tp— (1= N Ve = max Melpp— (1= Nz Ve
J
za podmienok ij =1,

j=1
2; >0, 5=1,...,J.

Poslednym formulovanym typom tlohy je kombinacia mean-risk modelu a sto-
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chastickej dominancie druhého rddu. Formulédcia (2.6)) v pripade rozptyl je:
max ¢n—¢"ve

J
za podmienok Y & =1

7j=1
5] > 07 .7 =4 7J
N
> wd =
r=1
N N
w,d’ = max wyd,
7;1 T d'r,'Ut,r7a: 7;
N (2.28)
za podmienok — N t'aTst +r71d, — Uy + r1 Z Uk r
k=1

,
< —N"1pt ZETsk, tr=1,...,N
k=1

2.4 Dvojaroviovy problému v softvéri GAMS

Vnorena struktiara problému si vyzaduje existenciu optiméalneho riesenia dol-
nej drovne a potrebujeme pracovat s rozumnou indukovanou oblastou. Kvoli
tymto podmienkam si dvojurovnové optimalizacné problémy tazsie riesitelné.
Ulohy dvojtroviiového problému méZzeme tak ako v pripade jednotroviiovych
problémov riesit globalne, lokdlne alebo mézeme pouzit stacionarne body respek-
tive heuristiky. Prehlad c¢lankov, kde sa tieto jednotlivé algoritmy nachadzaju,
mo6zeme najst v [I1]. Obsiahle metédy riesenia dvojiroviiovych problémov néj-
deme v []. Najrozsirenejsou teériou v tejto oblasti je konvexny pripad dvoji-
roviiovych problémov. V literatire ndjdeme rézne reformulacné techniky, ktoré
sa snazia dostat k staciondrnemu bodu a overit KKT podmienky optimality.
Vyhodou konvexnej dvojurovnovej ulohy je, Ze je mozné prepisat dolnti droven
pomocou KKT podmienok optimality, ¢im dostaneme jednotiroviiovy problém.
Zavedenie pojmu konvexna dvojiroviova tloha je ale mética. Aj napriek tomu,
ze pracujeme s konvexnymi problémami v dolnej aj hornej trovni, celkovo dvojui-
roviiovy problém konvexny nemusi byt a aj ked najdeme riesenie, tak zvycajne ide
o lokalne a nie globdlne optimum. VSeobecne su tieto problémy tazko riesitelné
pretoze ide o NP-hard problémy, tj. problémy, ktoré sa nedaji riesit v polyno-
mickom case a ani algoritmus riesenia nie je mozné preformulovat na problém
riesitelny v polynomickom case.

Vyssie definované tlohy obsahujt parameter resp. premenni f,,;, a A . V dol-
nej urovni vystupuju ako parametre a v hornej ako premenné. Do hornej tirovne sa
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posunt len tie hodnoty fi,in, A, pre ktoré existuje optimalne riesenie dolnej tlohy.
Ide o parametricki optimalizac¢ni tlohu. Zakladné principy a vlastnosti spojené
s parametrickym programovanim je mozné najst v [16]. V programe Gams sme
vyuzivali solver Jams. Tento reformulaény nastroj pouziva EMP (extended mat-
hematical programing), tj. rozsirené matematické programovanie. Nové typy mo-
delov, ktoré nie je mozné spolahlivo vyriesit si preformulované na matematicky
problém riesitelny pomocov riesitelov zabudovanych v Gamse. Aktudlne EMP je
schopny vyriesit okrem dvojarovnovych tloh aj variacné nerovnosti, ¢i rozsirené
nelinearne programovanie. V tomto pripade EMP reformuluje tilohu definovant v
definicii[11}na jednoirovnovy problém. Dolnt troven nahradi KKT podmienkami
optimality, tj.
min - F(z,y)
za podmienok G(zx,y) < 0

H(xz,y)=0

Vyf(@y) +u'Vyg(z,y) + 1"V h(zy) =0

u’g(z,y) =0

g(z,y) <0

h(xz,y) =0

u>0

(2.29)

I

kde u € R™2 a I € R”2 st vektory KKT multiplikdtorov s podproblémom pre fi-
xované .

Dvojurovnovy problém s obmedzenim v pripade, ak za riziko povazujeme rozp-
tyl, moézeme prepisat na jednodrovinovy problém pouzitim KK'T podmienok opti-
mality. V takomto tvare tloha bola pocitand v pouzitom softvére GAMS.

J
i I DL
za podmienok m’ > Yj — T,

m >z~ y;

Homin = 0

Ve ' Va + 1"V, (172 — 1) + u'Vy (jtmin — 1) =0 (2.30)

! (ftmin — @ f1) = 0

1"z =1

> i,

u>0

z;€R, j=1,...,J
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Kapitola 3

Prakticka cast

V praktickej ¢asti sa budeme zaoberat niekolkymi typmi tloh. Najprv nasim
ciefom bude najst portfolio, ktoré je najblizsie k znamemu portféliu y a zaroven
eficientné vzhladom k mean-risk modelu. Pouzijeme dve formuldcie mean-risk
modelu a to agregovany pristup a formulaciu s obmedzenim na oc¢akavany
vynos (1.2). V druhom type tloh vyuzijeme tlohu (L.5). V dolnej tlohe budeme
hladat K optimdlnych rieseni. V hornej tirovni sa zamerame na maximum out-of
sample ocakavanych vynosov. V poslednom type tlohy budeme hladat optiméne
portfélio, ktoré bude stochasticky dominantné druhého radu. Podla Tvrdenia (1.3
nezavisi na pouzitom mean-risk modele, takze si vyberieme prave jeden. Budeme
pracovat s agregovanym typom mean-risk modelu. Najprv na dolnej drovni naj-
deme SSD mmnozinu eficientnych rieseni a na tejto mnozine budeme na hornej
urovni hladat optimalne riesenie mean-risk modelu pre dané riziko. Tato tlohu
dostaneme kombinaciou tloh[2.1|a jednotiroviiovych modelov, ktoré sme definovali
v prvej kapitole. Ulohy st poéitané v softvéri GAMS a Wolfram Mathematica.

3.1 Vseobecna formulacia

Vybrali sme péf akcii spolo¢nosti, ktoré su volne dostupné na internete. My
sme pouzili https://finance.yahoo.com. Budeme pracovat uz s upravenymi ce-
nami. Tieto upravy zohladnuju vSetky uplatnitelné rozdelenia a rozdelenia di-
vidend. Udaje na tejto stranke sa upravuji pomocou vhodnych multiplikétorov
rozdelenych a dividend, ktoré st v silade s normami CRSP (Center for Research
on Security Prices).

o Apple Inc. (AAPL) NASDAQ Global Select - NASDAQ Global Select De-
layed Price. Currency in USD

e Amazon.com, Inc. (AMZN) NASDAQ Global Select - NASDAQ Global
Select Delayed Price. Currency in USD

« Caterpillar Inc. (CAT) New York Stock Exchange Consolidated Issue - New
York Stock Exchange Consolidated Issue Delayed Price. Currency in USD

o The Coca-Cola Company (KO) New York Stock Exchange Consolidated
Issue - New York Stock Exchange Consolidated
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o Tesla, Inc. (TSLA) NASDAQ Global Select - NASDAQ Global Select De-
layed Price. Currency in USD

Budeme pracovat s mesaénymi cenami od augusta 2010 do juna 2017. Mesa¢né
ceny akcii sme prepocitali pomocou vzorca:

P — P
R =1
t F)tfl )

kde P; je cena v case t a R; je vynos v case t. Tento vzorec najdeme napriklad
v [8]. Prehlad popisnych Statistik vynosov si popisané v Tabulke 3.1. Ak by
sme sa rozhodovali len na zdklade o¢akavaného vynosu, tak by sme mohli vSetko
investovat do Tesly alebo v opatrnejSom pripade by sme mohli investiciu rozdelit
v nejakom pomere medzi Amazon a Teslu.

Tabulka 3.1: Popisna statistika vynosov vybranych firiem.
Firma 1Q 3Q Median Priemer var SD

AAPL | -0.0188 0.0653 0.0169 0.0212 0.0050 0.0704
AMZN | -0.0327 0.0753 0.0253 0.0283 0.0062 0.0790
CAT | -0.0386 0.0513 0.0094 0.0115 0.0064 0.0797
KO |-0.0136 0.0388 0.0117 0.0090 0.0014 0.0375
TSLA | -0.0642 0.1147 0.0147 0.0479 0.0277 0.1663

Obr. 3.1: Ceny akcii vybranych firiem
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Pripomenieme si premenné, s ktorymi budeme pracovat v praktickej casti. A
nadobtda hodnoty od [0,1], © > 0 a y je zndme portfélio. V ramci praktickej casti
sme predpokladali, ze y je rovnomerne rozdelené, tj. y = (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2).
V praxi je napriklad mozné uvazovat, ze zname porfélio je to, ¢o bolo pouzité
v minulom obdobi. Hodnotu a sme pri podmienej hodnote v riziku nestavili na
0.95. Dalej nech 7(x) bidu postupne vsetky rizikové miery podla toho ako sme
ich definovali v prvej kapitole.

3.1.1 Riesenie dvojurovnovej optimalizacnej tilohy

Teraz uvedieme vysledky formulacii dvojiroviiovych problémov, ak v dolnej
urovni dvojurovnovej tlohy pracujeme s obmedzenim na ocakavany vynos resp.
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agregaciu ocakavaného vynosu a rizika. VSeobecné formulécie si a .
Najprv sa pozrieme na dvojiroviiovu tlohu, kde v mnozine pripustnych rieseni v
dolnej drovni je obmedzenie na ocakavany vynos. Tu nastava otazka akym sposo-
bom obmedzit ocakavany vynos. V praxi sa bezne pouziva bud celkovy priemer
ocakavanych vynosov alebo benchmark. My sa v tejto praci ale pozrieme na naj-
nizsi ocakavany vynos, ktory mézeme dostat v sledovanom portféliu. Druhou for-
mulaciou dvojiroviiovej tlohy je formuléacia s agregovanym pristupom v dolnej
urovni. Parameter lambda v tomto pripade vyjadruje vztah investora k riziku a
oc¢akavanému vynosu. Ak parameter bude nulovy, tak investora extrémne zaujima
maximalny vynos. V ostatnych pripadoch je to uz jasné.

Uvedieme prehladni tabulku vysledkov zo softvéru GAMS problémov, ktoré
sme definovali v druhej kapitole. H1 je hodnota tcelovej funkcie hornej irovne.
Hodnota tcelovej funcie v dolnej tirovni v oboch pripadoch je rovnaka, ¢o je do-
sledok Tvrdenia [[.3] Hodnotu uéelovej funkcie v dolnej trovni pri formuldcii s
obmedzenim na oc¢avany vynos ozna¢ime H2pg. Hodnotu tcelovej funkcie v dol-
nej urovni v agregovanom pripade oznacime H2 4¢.

Tabulka 3.2: Hodnoty uéelovych funkcii a parametrov tloh (2.3) a (2.4).

Riziko H1 HZOB H2AG Momin A

Rozptyl 0.547 0.002 0.001 0.021 0.122
Semivariancia 0.400 0.001 0.001 0.024 0.085
Absolttna odchylka 0.983 0.028 -0.023 0.013 0.121
Podmienend hodnota v riziku | 0.678 0.060 -0.010 0.021 0.619

V druhej tabulke ukazeme vahy, do ktorych by sme mali investovat, aby sme
dostali portfélio, ktoré je najblizsie k znamemu portféliu y a zaroven eficientné
vzhladom k danym mean-risk modelom.

Tabulka 3.3: Rozdelenie portfélia pre dané miery rizika.

Riziko AAPL AMZN CAT KO TSLA
Rozptyl 0.200 0.225 0.003 0.449 0.123
Semivariancia 0.224 0.200 0.000 0.362 0.214
Absolutna odchylka | 0.066 0.048 0.148 0.692 0.046
Pod. hod. v riziku 0.115 0.270 0.000 0.469 0.146

Momentalne je uz len na rozhodnuti investora. Ak mu nevadi, ze rovnakou
vahou sa pristupuje k akcii s velkou potencidlnou stratou resp. ziskom, tak vybe-
rie rozdelenie investovania portfélia pomocou rozptylu. Ak chce klient zohladnit
vysky strat, ktoré su vacsie ako hodnota v riziku na urcitej hladine, tak sa pri-
kloni k riziku definovanom pomocou podmienenej hodnoty v riziku. Chybajicim
vystupom v tabulkach je hodnota v riziku, kde v jednotroviivom pripade sa soft-
vér bez problémov dopracoval k rieSeniu. V dvojuroviiovom pripade sme nedostali
optimalne riesenie. Pri rieSeni dvojuroviiovych tloh je klicova dualna tloha. V
pripade celoc¢iselnych tloh nefunguje silnd veta o dualite a tym padom sa Gams
nedopracoval k rieseniu. Bola vyhladana tedria ohladom prepisu celo¢iselného
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programovania, kde sa pouzivali relaxované formulacie a niekde dokonca sa aj
dopracovalo k vysledku [I5], no to plati len za urcitych podmienok.

Teraz si priblizime formuldciu (2.5). Podla popisu na zaciatku tejto kapitoly
budeme pracovat s desiatimi datovymi sibormi. Z nasich dat vytvorime 10 sku-
pin. V kazdej skupine bude 20 vynosov. Celkovo budeme pracovat s tridsiatimi
vynosmi. Z nasej vzorky vezmeme poslednych 30 vynosov, teda od indexu 53 do
indexu 82. Do hornej trovne posunieme desat optimélnych rieseni.

Uvedieme prehladni tabulku vysledkov pre rozsirent formulédciu s agregaciou
v dolnej tlohe zo softvéru GAMS pre podmieneni hodnotu v riziku a semiva-
rianciu. H1 je znova tcelova funkcia hornej trovne. Tentokrat budeme mat 10
hodnot pre ucelovu funkciu dolnej drovne H2.

Tabulka 3.4: Hodnoty danych tcelovych funkcii dvojiroviiovych tloh ([2.12))
a (2.24) s danym pouzitym rizikom na dolnej trovni.

Riziko | CVAR SEMI

H1 0.024 0.018
H2, 0.036 0.003
H2, 0.033 0.003
H24 0.028 0.002
H2, 0.038 0.003
H25 0.037 0.002
H2g 0.034 0.001
H?2; 0.040 0.002
H2g 0.041 0.002
H24 0.047 0.002
H24 0.050 0.003

Tabulka 3.5: Hodnoty hladanych parametrov A dvojirovinovych uloh ({2.12))
a (2.24) s danym pouzitym rizikom na dolnej trovni.

A ‘ ACVAR  ASEMI

[ 1.000  0.125

V tabulke (3.5 si mézeme vSimnuf ako pridavanie nového pozorovania a odo-
beranie posledného meni optimalne riesenie. V pripade podmienenej hodnoty v
riziku sme sa dopracovali k parametru A rovnej 1. Teda v mean-risk modeli za-
nedbavame riziko a pozerame sa len na ocakavani hodnotu vynosu. V nasleduji-
cich dvoch tabulkach ukazeme vahy, desiatich optiméalnych portfélii ak pouzijeme
mieru rizik podmienend hodnotu v riziku a semivarianciu. Indexy optimalnych
rieSenii v tabulkach a hovoria o tom, kolko bolo vynechanych pozoro-
vani z dato