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byly prováděny v softwaru Mathematica.
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Title: Unit root testing with applications to financial time series

Author: Kateřina Pechmanová
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3.2.2 Netransformovaná data . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Literatura 25

Seznam obrázk̊u 26
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Úvod

Modelováńı časových řad se hojně využ́ıvá v oblasti ekonomie a finanćı, přičemž
široce použ́ıvaným nástrojem jsou lineárńı ARMA procesy. Těmi je ovšem možné
modelovat pouze stacionárńı časové řady. Vlastnost stacionarity však značné
množstv́ı reálných dat postrádá, a proto bývaj́ı využ́ıvány r̊uzné zp̊usoby, jak
nestacionaritu ověřit. Jedńım z nich jsou testy na jednotkový kořen.

V kapitole 1 jsou definovány základńı pojmy a podrobně popsány modely,
z nichž některé zmiňujeme v daľśım textu. Veškeré informace jsou převzaty z knihy
Cipra (2008). V kapitole 2 je popsán Dickeẙuv-Fuller̊uv test, a to ve dvou vari-
antách, jak byl publikován v článku Dickey a Fuller (1981). Oproti článku je po-
drobně provedeno odvozeńı parametr̊u a rozepsána konstrukce věrohodnostńıho
poměru. Kapitola 3 se zabývá praktickou aplikaćı test̊u na konkrétńı časové řady,
to jest na simulovaná a reálná data.
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Kapitola 1

Zavedeńı pojmů, model ARMA

1.1 Základńı definice

Definice 1 (náhodný proces). Náhodný proces yt, t ∈ T je množina náhodných
veličin na stejném pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P) indexovaná pomoćı
hodnot t z množiny T (T ⊂ R) interpretovaných jako čas. Nadále budeme uvažovat
celoč́ıselný čas t. V takovém př́ıpadě lze posloupnost yt, t ∈ Z nazvat časovou
řadou.

Definice 2 (b́ılý šum). B́ılý šum je posloupnost εt nekorelovaných náhodných
veličin s nulovou středńı hodnotou a konstantńım (konečným) rozptylem σ2 > 0:

E (εt) = 0, var(εt) = σ2 > 0, cov(εs,εt) = 0 pro s 6= t.

Definice 3 (lineárńı proces). Lineárńı proces je definován jako

yt = εt + ψ1εt−1 + ψ2εt−2 + . . . = (1 + ψ1B + ψ2B
2 + . . .)εt = ψ(B)εt, (1.1)

kde εt je b́ılý šum a B je operátor časového posunu.

1.2 Stacionarita a invertibilita

Stacionarita časové řady yt naznačuje, že chováńı dané řady je stochasticky
stálé. Rozlǐsujeme dva druhy stacionarity:

• striktńı stacionarita: Pravděpodobnostńı chováńı daného modelu je inva-
riantńı k posun̊um v čase. Tedy pravděpodobnostńı rozděleńı náhodného
vektoru (yt1 , . . . , ytk) je totožné jako rozděleńı vektoru (yt1+h, . . . , ytk+h) pro
libovolné h a libovolné časy t1, . . . , tk.

• (slabá) stacionarita: Postačuj́ıćı je, aby byl daný proces invariantńı k po-
sun̊um v čase jen v rámci jednotlivých moment̊u do druhého řádu, tedy
pro každé s a t požadujeme

E(yt) = µ = konst;

cov(ys, yt) = E(ys − µ)(yt − µ) = cov(ys+h, yt+h) pro libovolné h.

Speciálně tedy plat́ı i
var(yt) = σ2

y = konst.
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Lineárńı proces (1.1) nazveme invertibilńı, když jej lze zapsat ve tvaru

yt = π1yt−1 + π2yt−2 + . . .+ εt,

tedy εt = yt − π1yt−1 − π2yt−2 − . . . = (1− π1B − π2B
2 − . . .)yt = π(B)yt.

(1.2)

Pro invertibilitu lineárńıho procesu je postačuj́ıćı podmı́nkou konvergence
mocninné řady π(z) pro |z| ≤ 1, tedy konvergence na jednotkovém kruhu v kom-
plexńı rovině.

1.3 Vyjádřeńı ve tvaru lineárńıho procesu

Modely založené na principu lineárńıho procesu (1.1) jsou vhodné k popisu
chováńı časových řad pozorovaných v praxi. Uvažujme např́ıklad stacionárńı pro-
ces yt, jehož středńı hodnota je nulová. Pro tento proces lze na základě minulých
hodnot Yt−1 = {yt−1, yt−2, . . .} předpovědět hodnotu yt. Optimálńı předpověd’

ve smyslu minimalizace středńı čtvercové chyby (MSE) je podmı́něná středńı
hodnota E(yt|Yt−1). Chyba této předpovědi je

et = yt − E(yt|Yt−1)

a má vlastnosti b́ılého šumu. Chybu označujeme jako inovaci. Pokud plat́ı, že pro-
ces yt pocháźı z normálńıho rozděleńı, je podmı́něnou středńı hodnotou E(yt|Yt−1)
lineárńı kombinace hodnot yt−1, yt−2, . . .. Chybu et lze pak napsat ve tvaru

et = yt − π1yt−1 − π2yt−2 − . . . .

1.4 Autokovariančńı, autokorelačńı a parciálńı

autokorelačńı funkce

Autokovariančńı a autokorelačńı funkce jsou běžné nástroje využ́ıvané pro kvan-
titativńı popis silné korelovanosti, která zpravidla nastává u časových řad. Bu-
deme předpokládat slabě stacionárńı časovou řadu yt.

Autokovariančńı funkce pro zpožděńı k je definována jako

γk = cov(yt, yt−k) = E(yt − µ)(yt−k − µ), k = . . . ,−1, 0, 1, . . . .

Autokorelačńı funkce (ACF) pro zpožděńı k je definována jako

ρk =
γk

γ0
=
γk

σ2
y

k = . . . ,−1, 0, 1, . . . .

Autokovariančńı i autokorelačńı funkce jsou funkce sudé, proto je stač́ı uvádět
pouze pro k ≥ 0. Také ρ0 = 1 a |ρk| ≤ 1 ∀k.

Pro odhad obou funkćı se využ́ıvá odhad středńı hodnoty

y =
1

n

n∑

t=1

yt.
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Odhadem autokovariančńı funkce je

ck =
1

n

n∑

t=k+1

(yt − y)(yt−k − y), k = 0, 1, . . . , n− 1, (1.3)

a odhadem autokorelačńı funkce je

rk =
ck

c0
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Při zpracováńı časových řad je zpravidla požadováno n > 50 a k < n
4
. Též

je možné mı́sto n dělit v (1.3) č́ıslem n − k, č́ımž se zmenš́ı vychýleńı odhadu
Eck−γk, avšak současně se také zvětš́ı středńı čtvercová chyba odhadu definovaná
jako E(ck − γk)

2. Oba odhady jsou asymptoticky nestranné, jelikož při velkém n

se E(ck) bĺıž́ı skutečné hodnotě γk.
Obzvlášt’ autokorelačńı funkce je velmi d̊uležitým ukazatelem, poněvadž je

nápovědou k tomu, jaký typ modelu by bylo nejvhodněǰśı použ́ıt k popisu po-
zorované časové řady. V rámci toho je d̊uležité určit hodnotu k = k0, za kterou
zač́ıná být autokorelačńı funkce nulová, př́ıpadně zjistit, že daná hodnota neexis-
tuje. Bod k0 je označován jako bod useknut́ı.

V př́ıpadě konkrétńı časové řady je však teoretická autokorelačńı funkce ρk
neznámá, a proto je zapotřeb́ı źıskat představu o tom, jak bĺızko nule muśı rk
být, abychom mohli s danou spolehlivost́ı prohlásit, že ρk = 0. K tomu slouž́ı
Bartlettova aproximace: pokud ρk = 0 pro k > k0, pak při asymptotické normalitě
časové řady plat́ı

rk ∼ N


0,

√√√√1

n

(
1 + 2

k0∑

j=1

r2j

)
 pro k > k0. (1.4)

Kromě ACF je často využ́ıvána parciálńı autokorelačńı funkce (PACF). Funkci
znač́ıme ρkk a je definována jako parciálńı korelačńı koeficient mezi náhodnými
veličinami yt a yt−k s pevnými hodnotami yt−k+1, . . . , yt−1. Plat́ı ρ00 = 1 a ρ11 =
ρ1.

Odhad parciálńı autokorelačńı funkce ρkk znač́ıme rkk a jde o odhadnutý pa-
rametr ϕ̂ z modelu

yt = δ + ϕk1yt−1 + ϕk2yt−2 + . . .+ ϕkkyt−k + εt.

V praxi je ovšem častěǰśı využit́ı rekurentńıho výpočtu odhadu za využit́ı vzorc̊u

r11 = r1, rkk =
rk −

∑k−1
j=1 rk−1,j · rk−j

1−∑k−1
j=1 rk−1,j · rj

pro k > 1,

kde
rkj = rk−1,j − rkk · rk−1,k−j pro j = 1, . . . , k − 1.

Za předpokladu ρkk = 0 pro k > k0 plat́ı při asymptotické normalitě tzv. Que-
nouilleova aproximace

rkk ∼ N

(
0,

√
1

n

)
pro k > k0. (1.5)
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1.5 Model ARMA

Stochastický model ARMA je využ́ıván k analýze časových řad, přičemž právě
tento model umožňuje detailně rozpracovaný a softwarově dostupný př́ıstup k ča-
sovým řadám pozorovaným v praxi.

Smı́̌sený proces řád̊u p a q znač́ıme jako ARMA(p,q). Jeho tvar je

yt = ϕ1yt−1+ . . .+ϕpyt−p+ εt+ θ1εt−1+ . . .+ θqεt−q, tj. ϕ(B)yt = θ(B)εt, (1.6)

kde ϕ(B) = 1 − ϕ1B − . . .− ϕpB
p je autoregresńı operátor a θ(B) = 1 + θ1B +

. . . + θqB
q je operátor klouzavých součt̊u. ϕ1, . . . , ϕp a θ1, . . . , θq jsou parametry

modelu.
Středńı hodnota stacionárńıho procesu ARMA(p,q) je nulová. Autokorelačńı

funkce procesu splňuje rovnici

ρk = ϕ1ρk−1 + ϕ2ρk−2 + . . .+ ϕpρk−p pro k > q, (1.7)

s řešeńım tvaru

ρk = α1z
−k
1 + α2z

−k
2 + . . .+ αpz

−k
p pro k ≥ max(0, q - p + 1), (1.8)

kde z1, . . . , zp jsou navzájem r̊uzné kořeny polynomu ϕ(z) (|z1|, . . . , |zp| > 1) a
α1, . . . , αp jsou pevné koeficienty.

Autokorelačńı funkce procesu ARMA(p,q) je kombinace klesaj́ıćıch geomet-
rických posloupnost́ı a sinusoid s r̊uznými frekvencemi a geometricky klesaj́ıćımi
amplitudami. Výjimkou jsou však počátečńı hodnoty ρ0, ρ1, . . . , ρq−p, a to pokud
q ≥ p. Takováto lineárńı kombinace rovněž omezuje parciálńı autokorelačńı funkci
procesu ARMA(p, q). I zde jsou ale výjimkou počátečńı hodnoty ρ00, . . . , ρp−q,p−q

a to pokud p ≥ q.
Model je možné zobecnit i pro př́ıpad nenulové středńı hodnoty. ARMA(p, q)

se středńı hodnotou µ bude mı́t tvar

yt − µ = ϕ1(yt−1 − µ) + . . .+ ϕp(yt−p − µ) + εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q, (1.9)

tedy

yt = α+ϕ1yt−1+. . .+ϕpyt−p+εt+θ1εt−1+. . .+θqεt−q, kde α = (1−ϕ1−. . .−ϕp)µ
(1.10)

1.6 Autoregresńı proces AR

Autoregresńı proces řádu p značený jako AR(p) je tvaru

yt = ϕ1yt−1+. . .+ϕpyt−p+εt, tj. yt−ϕ1yt−1−. . .−ϕpyt−p = ϕ(B)yt = εt. (1.11)

Jedná se o proces ARMA(p,0), který vznikne, pokud invertovaný lineárńı proces
(1.2) usekneme v bodě odpov́ıdaj́ıćım zpožděńı p.

Pokud každý z kořen̊u z1, . . . , zp polynomu ϕ(z) lež́ı vně jednotkového kruhu
v komplexńı rovině, pak je proces AR(p) stacionárńı. V tomto př́ıpadě má nulovou
středńı hodnotu, rozptyl

σ2
y =

σ2

1− ϕ1ρ1 − . . .− ϕpρp
(1.12)
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a autokorelačńı funkce procesu splňuje diferenčńı rovnici

ρk = ϕ1ρk−1 + ϕ2ρk−2 + . . .+ ϕpρk−p pro k > 0. (1.13)

Řešeńım této rovnice je

ρk = α1z
−k
1 + α2z

−k
2 + . . .+ αpz

−k
p pro k ≥ 0, (1.14)

kde z1, . . . , zp jsou navzájem r̊uzné kořeny polynomu ϕ(z)(|z1|, . . . , |zp| > 1) a
α1, . . . , αp jsou pevné koeficienty. V př́ıpadě, že zi a zj jsou komplexně sdružená
č́ısla, je možné je nahradit pouze jedńım členem a to ve tvaru α · dk · sin(λk+ϕ),
0 < d < 1. Pokud nejsou kořeny z1, . . . , zp navzájem r̊uzné, pak se ve vyjádřeńı
(1.14) vyskytne člen (β0 + β1k + . . .+ βrk

r−1) · z−k
i . Tento člen je ovšem ve velké

mı́̌re překrýván pr̊uběhem členu z−k
i .

Autokorelačńı funkce procesu AR(p) je lineárńı kombinace klesaj́ıćıch geome-
trických posloupnost́ı a sinusoid s r̊uznými frekvencemi a geometricky klesaj́ıćımi
amplitudami. Parciálńı autokorelačńı funkce má bod useknut́ı k0 = p.

Př́ıklad (Proces AR(1)). Proces AR(1) tvaru

yt = ϕ1yt−1 + εt (1.15)

je stacionárńı pro |ϕ1| < 1. Autokorelačńı funkce je

ρk = ϕk
1 pro k ≥ 0.

Prvńı autokorelace procesu AR(1) je stejná jako jeho autoregresńı parametr.
Podstatnou roli hraje v modelu znaménko. Kladné ϕ1 znamená setrvačnost ve
znaménku sousedńıch hodnot dané časové řady, naopak záporné ϕ1 předpov́ıdá
pro znaménko sousedńıch hodnot častěǰśı změny.

Parciálńı autokorelačńı funkce procesu AR(1) je tvaru

ρ11 = ϕ1, ρkk = 0 pro k > 1.

Bod useknut́ı PACF je tedy k0 = 1.

Př́ıklad (Proces AR(2)). Proces

yt = ϕ1yt−1 + ϕ2yt−2 + εt

je stacionárńı pro ϕ1 + ϕ2 < 1, ϕ2 − ϕ1 < 1, −1 < ϕ2 < 1.
Oblast, kde je proces stacionárńı, vyplńı společně s osami pro hodnoty ϕ1 a

ϕ2 vnitřek trojúhelńıku s vrcholy (-2, -1), (0, 1) a (2, 1). Autokorelačńı funkce je

ρk =
z−1
1 (1− z−2

2 )z−k
1 − z−1

2 (1− z−2
1 )z−k

2

(z−1
1 − z−1

2 )(1 + z−1
1 z−1

2 )
pro k ≥ 0,

kde z1 a z2 jsou navzájem r̊uzné kořeny polynomu ϕ(z). ρk nemá bod useknut́ı
a je tvaru lineárńı kombinace dvou geometricky klesaj́ıćıch posloupnost́ı, nebo
sinusoidy s geometricky klesaj́ıćı amplitudou.

Parciálńı autokorelačńı funkce procesu AR(2) má bod useknut́ı k0 = 2.
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1.7 Proces klouzavých součt̊u MA

Proces klouzavých součt̊u řádu q znač́ıme MA(q) a je tvaru

yt = εt + θ1εt−1 + . . .+ θqεt−q = θ(B)εt.

Jedná se o proces ARMA(0,q), který vzniká useknut́ım lineárńıho procesu (1.1)
v bodě odpov́ıdaj́ıćım zpožděńı q.

Proces MA(q) je vždy stacionárńı, středńı hodnota je nulová, rozptyl je

σ2
y = (1 + θ21 + . . .+ θ2q )σ

2

a autokorelačńı funkce

ρk =

{
θk+θ1θk+1+...+θq−kθq

1+θ2
1
+...+θ2q

pro k = 1, . . . , q

0 pro k > q.

Bod useknut́ı k0 pro autokorelačńı funkci je tedy roven řádu modelu q. U parciálńı
autokorelačńı funkce ρkk procesu MA(q) bod useknut́ı neńı. Tuto funkci omezuje
lineárńı kombinace geometricky klesaj́ıćıch posloupnost́ı a sinusoid s geometricky
klesaj́ıćımi amplitudami.

Pokud jsou všechny kořeny z1, . . . , zq polynomu θ(z) vně jednotkového kruhu
v komplexńı rovině, pak je proces MA(q) invertibilńı.

Př́ıklad (Proces MA(1)). Bod useknut́ı ACF procesu MA(1) je k0 = 1. Parciálńı
autokorelačńı funkce tohoto procesu je

ρkk =
(−1)k−1θk1(1− θ21)

1− θ
2(k+1)
1

pro k = 1, 2, . . . .

Př́ıklad (Proces MA(2)). Proces MA(2) je tvaru

yt = εt + θ1εt−1 + θ2εt−2,

s autokorelačńı funkćı

ρk =





θ1(1+θ2)
1+θ2

1
+θ2

2

pro k = 1
θ2

1+θ2
1
+θ2

2

pro k = 2

0 pro k > 2,

s bodem useknut́ı k0 = 2.
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1.8 Identifikace modelu

K identifikaci modelu pomohou obecné poznatky o tvaru autokorelačńı a parciálńı
autokorelačńı funkce proces̊u AR(p), MA(q) a ARMA(p,q):

AR(p) MA(q) ARMA(p,q)

ρk neexistuje k0; k0 = q neexistuje k0;
ρk ve tvaru křivky U ρk ve tvaru křivky U

po prvńıch q − p hodnotách
ρkk k0 = p neexistuje k0; neexistuje k0;

ρkk ve tvaru křivky U ρkk ve tvaru křivky U
po prvńıch p− q hodnotách

Tabulka 1.1: Vlastnosti autokorelačńı a parciálńı autokorelačńı funkce model̊u
AR(p), MA(q) a ARMA(p,q). U znač́ı křivku tvaru lin. kombinace klesaj́ıćıch
geom. poslouponost́ı a sinusoid s geom. klesaj́ıćımi amplitudami.

Identifikace spoč́ıvá v přǐrazeńı nejvhodněǰśıho typu modelu pozorované časové
řady pomoćı charakterizaćı obsažených v tabulce 1.1 konfrontovaných s odhady
ACF a PACF. Odpov́ıdaj́ıćı typ modelu vyb́ıráme na základě prohĺıdky graf̊u
odhadnuté ACF a PACF zkoumané časové řady. Pokud neńı jasné, jaký typ mo-
delu je vhodné zvolit, testuje se potenciálńı bod useknut́ı k0, a to za pomoci
Bartlettovy aproximace (1.4). Přibližný (asymptotický) kritický obor na hladině
významnosti 5% je

|rk| ≥ 2

√√√√ 1

n

(
1 + 2

k0∑

j=1

r2j

)
pro k > k0. (1.16)

Využ́ıt lze též Quenouilleovu aproximaci (1.5) s kritickým oborem na hladině
významnosti 5%

|rkk| ≥ 2

√
1

n
pro k > k0. (1.17)

Pro ověřeńı adekvátnosti identifikovaného modelu je vhodné provést diagnos-
tiku vypočteného b́ılého šumu. Ta spoč́ıvá předevš́ım v ověřeńı nekorelovanosti
s využit́ım (1.4) a normality pomoćı histogramu, př́ıpadně některého z test̊u im-
plementovaných v použitém softwaru.

Poznámka (Odhad modelu). Konstrukce odhad̊u parametr̊u ve zmı́něných mo-
delech jsou záležitost́ı softwaru. Implementované procedury vycházej́ı z metody
nejmenš́ıch čtverc̊u nebo metody maximálńı věrohodnosti za předpokladu nor-
mality b́ılého šumu.
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Kapitola 2

Dickeẙuv-Fuller̊uv test

na jednotkový kořen

Ekonomické a finančńı časové řady v praxi velmi často nejsou stacionárńı,
což je ovšem základńı podmı́nkou pro jejich modelováńı pomoćı ARMA proces̊u.
Konkrétně AR(1) je stacionárńı pro |ϕ1| < 1, viz kapitola 1.6. Pokud ale ϕ1 =
1, model AR(1) přejde na model náhodné procházky yt = yt−1 + εt. Přitom
z = 1

ϕ
je kořenem autoregresńıho polynomu ϕ(z). Proto se testováńı hypotézy

náhodné procházky proti alternativám obsahuj́ıćım proces AR(1) nazývá testy
na jednotkový kořen. Metodologie pro testováńı hypotézy náhodné procházky
proti alternativám souvisej́ıćım s AR(1) byla navržena v článku Dickey a Fuller
(1981).

V rámci Dickeyova-Fullerova test budeme uvažovat dvě varianty, značené jako
τ − testy.

Označeńı testu Hypotéza Alternativa Testová statistika

τµ-test yt = yt−1 + εt yt = α + ϕyt−1 + εt Φ1

ττ -test yt = yt−1 + εt yt = α + βt+ ϕyt−1 + εt Φ2

Tabulka 2.1: Testy na jednotkový kořen.

2.1 τµ-test

Testujeme H0 : yt = yt−1 + εt proti

H1,µ : yt = α + ϕyt−1 + εt,

kde t = 1, 2, 3, · · · , n, y0 je pevně dané a εt ∼ N(0, σ2) je b́ılý šum.
K odhadu parametr̊u α a ϕ využijeme regresńı př́ıstup (viz Anděl, 2005).

Necht’ X je matice n× 2,

X =




1 y0
1 y1
...

...
1 yn−1




a y′ = (y1, y2, · · · , yn).
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Odhad vektoru parametr̊u θµ = (α, ϕ)′ metodou nejmenš́ıch čtverc̊u je

θ̂µ = X(X′
X)−1

X
′y. (2.1)

Jeho složky lze psát ve tvaru

ϕ̂µ =

[
n∑

t=1

(yt−1 − y(−1))
2

]−1 n∑

t=1

(yt − y(0))(yt−1 − y(−1))

α̂µ = y(0) − ϕ̂µy(−1),

kde y(i) = n−1
∑n

t=1 yt+i pro i = −1, 0.
Označ́ıme

S2
εµ = (n− 2)−1

n∑

t=1

(yt − α̂µ − ϕ̂µyt−1)
2.

Odhad θ̂µ pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u je totožný s odhadem metodou
maximálńı věrohodnosti. Věrohodnostńı funkce za platnosti H1,µ je

L =

(
1√
2πσ1

)n n∏

t=1

e
−

ε2t

2σ2
1 ,

kde εt = yt − α− ϕyt−1. Logaritmická věrohodnostńı funkce je

l = logL = −1

2
n log(2π)− n log σ1 − (2σ2

1)
−1

n∑

t=1

(yt − α− ϕyt−1)
2
.

Pro logaritmickou věrohodnostńı funkci plat́ı

(2σ2
1)

−1
n∑

t=1

(yt − α− ϕyt−1)
2
> 0,

a proto maximalizace l vzhledem k parametr̊um α, ϕ je ekvivalentńı minimalizaci∑n

t=1 ε
2
t .

Pro odhad parametru σ2
1 polož́ıme

∂ logL

∂σ2
1

= 0

− n

2σ̂2
1

+
1

2σ̂4
1

n∑

t=1

(yt − α− ϕyt−1)
2 = 0

σ̂2
1 =

1

n

n∑

t=1

(yt − α− ϕyt−1)
2

Vzhledem k tomu, že

σ̂2
1 =

n− 2

n

1

n− 2

n∑

t=1

(yt − α− ϕyt−1)
2, (2.2)

dostáváme po dosazeńı odhad̊u α̂µ, ϕ̂µ do (2.2)

σ̂2
1 = (n− 2)n−1S2

εµ.
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Za platnosti H1,µ tedy nastává maximum funkce l v (σ̂2
1 , θ̂

′
µ), kde θ̂µ již bylo

definováno v (2.1).

Za platnosti H0 je (α, ϕ) = (0, 1). Pak σ̂2
0 = n−1

∑n

t=1(yt − yt−1)
2.

Dı́ky źıskaným odhad̊um za platnosti nulové a alternativńı hypotézy lze zkon-
struovat věrohodnostńı poměr

L(σ̂2
1)

L(σ̂2
0)

=

(
1√
2πσ̂1

)n
exp{− 1

2σ̂1

∑n

t=1(yt − α̂µ − ϕ̂µyt−1)
2}

(
1√
2πσ̂0

)n
exp{− 1

2σ̂0

∑n

t=1(yt − yt−1)2}
=

=
σ̂n
0

σ̂n
1

exp

{ −∑n

t=1(yt − α̂µ − ϕ̂µyt−1)
2

2 1
n

∑n

t=1(yt − α̂µ − ϕ̂µyt−1)2
− −∑n

t=1(yt − yt−1)
2

2 1
n

∑n

t=1(yt − yt−1)2

}
=

=
σ̂n
0

σ̂n
1

exp
{
−n
2
+
n

2

}
=

(
σ̂0

σ̂1

)n

.

Dále lze psát

σ̂2
0

σ̂2
1

=
σ̂2
0

n−2
n
S2
εµ

=
n

n− 2

(
σ̂2
0

S2
εµ

− 1 + 1

)
=

=
n

n− 2

(
σ̂2
0

S2
εµ

− 1

)
+

n

n− 2
=

n

n− 2

σ̂2
0

S2
εµ

− n

n− 2
+

2

n− 2
+ 1 =

=

(
n

2

σ̂2
0

S2
εµ

− n

2

)
2

n− 2
+

2

n− 2
+ 1 =

(
n

2

σ̂2
0

S2
εµ

− n

2
+ 1

)
2

n− 2
+ 1 =

=
1

2S2
εµ

[
nσ̂2

0 − (n− 2)S2
εµ

] 2

n− 2
+ 1.

Po dosazeńı do věrohodnostńıho poměru dostaneme

L(σ̂2
1)

L(σ̂2
0)

=
σ̂n
0

σ̂n
1

=

(
σ̂2
0

σ̂2
1

)n
2

=

[
1 +

1

2S2
εµ

[
nσ̂2

0 − (n− 2)S2
εµ

] 2

n− 2

]n
2

=

=
[
1 + 2(n− 2)−1Φ1

]n
2 ,

kde Φ1 = (2S2
εµ)

−1
[
nσ̂2

0 − (n− 2)S2
εµ

]
.

2.2 ττ-test

Stejným zp̊usobem lze postupovat i v př́ıpadě testu H0 : yt = yt−1 + εt proti

H1,τ : yt = α + βt+ ϕyt−1 + εt,

kde t = 1, 2, 3, · · · , n, y0 je pevně dané a εt ∼ N(0, σ2). Necht’ X je matice n× 3,

X =




1 1 y0
1 2 y1
...

...
...

1 n yn−1
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a necht’ y′ = (y1, y2, · · · , yn). Pak pro odhad parametr̊u opětovně využijeme re-
gresi. Odhad vektoru parametr̊u θτ = (α, β, ϕ)′ metodou nejmenš́ıch čtverc̊u je

θ̂τ = (α̂τ , β̂τ , ϕ̂τ )
′ = (X′

X)−1
X

′y. (2.3)

Označ́ıme

S2
ετ = (n− 3)−1

n∑

t=1

(yt − α̂τ − β̂τ t− ϕ̂τyt−1)
2 = (n− 3)−1y′[I− X(X′

X)−1
X

′]y.

Odhad θ̂τ pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u je i v tomto př́ıpadě stejný jako
odhad metodou maximálńı věrohodnosti. Věrohodnostńı funkce za platnosti H1,τ

je

L =

(
1√
2πσ

)n n∏

t=1

e−
ε2t

2σ2 ,

kde εt = yt − α− βt− ϕyt−1. Logaritmická věrohodnostńı funkce je pak

l = logL = −1

2
n log(2π)− n log σ − (2σ2)−1

n∑

t=1

(yt − α− βt− ϕyt−1)
2
.

I zde pro logaritmickou věrohodnost́ı funkci plat́ı

(2σ2)−1
n∑

t=1

(yt − α− βt− ϕyt−1)
2
> 0,

a proto je maximalizace l vzhledem k α, β a ϕ ekvivalentńı minimalizaci
∑n

t=1 ε
2
t .

Za platnosti H1,τ nastává maximum v (σ̂2
1, θ̂

′
τ ), kde θ̂τ již bylo definováno

v (2.3) a σ̂2
1 = (n− 3)n−1S2

ετ .

Za platnosti H0 je (α, β, ϕ) = (0, 0, 1). Pak σ̂2
0 = n−1

∑n

t=1(yt − yt−1)
2.

Z odhad̊u za platnosti nulové a alternativńı hypotézy analogickým postupem
jako v př́ıpadě τµ-testu źıskáme věrohodnostńı poměr

[
σ̂1

σ̂0

]n
=
[
1 + 3(n− 3)−1Φ2

]n
2 ,

kde
Φ2 = (3S2

ετ)
−1
[
nσ̂2

0 − (n− 3)S2
ετ

]
.
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2.3 Interpretace výsledk̊u

Tabulky 2.2 a 2.3 obsahuj́ı potřebné (1 − α)-kvantily pro zvolené hladiny
významnosti α rovné postupně 10%, 5%, 2.5% a 1%. Alternativa i nulová hy-
potéza jednotlivých model̊u jsou uvedeny u př́ıslušných tabulek. Nulovou hy-
potézu v obou př́ıpadech zamı́táme pro velké hodnoty Φ1, respektive Φ2. Od-
pov́ıdá to metodologii testu založeném na věrohodnostńım poměru, která je po-
psána v knize Anděl (2005)

Kvantily rozděleńı statistik Φ1,Φ2 byly převzaty z článku Dickey a Fuller
(1981). Hodnoty pro výběry konečného rozsahu n byly źıskány z napoč́ıtaných
statistik pro výběry generované modelem s y1 = 0 a yt = yt−1+εt, t = 2, 3, . . . , n,
pro n = 25, 50, 100, 250 a 500. Pro n = 25 byla generována tři opakováńı 50000
výběr̊u, pro n = 50, 100 a 250 dvě opakováńı a jedno opakováńı pro n = 500.
Simulace pro limitńı př́ıpad n = ∞ byla zkonstruována na základě procesu po-
psaného v práci Dickey (1976).

Pravděpodobnost (1-α)
n 0.90 0.95 0.975 0.99

25 4.12 5.18 6.30 7.88
50 3.94 4.86 5.80 7.06
100 3.86 4.71 5.57 6.70
250 3.81 4.63 5.45 6.52
500 3.79 4.61 5.41 6.47
∞ 3.78 4.59 5.38 6.43

Tabulka 2.2: Kvantily rozděleńı Φ1 za platnosti (α, ϕ) = (0, 1) v př́ıpadě modelu
yt = α + ϕyt−1 + εt .

Pravděpodobnost (1-α)
n 0.90 0.95 0.975 0.99

25 4.67 5.68 6.75 8.21
50 4.31 5.13 5.94 7.02
100 4.16 4.88 5.59 6.50
250 4.07 4.75 5.40 6.22
500 4.05 4.71 5.35 6.15
∞ 4.03 4.68 5.31 6.09

Tabulka 2.3: Kvantily rozděleńı Φ2 za platnosti (α, β, ϕ) = (0, 0, 1) v př́ıpadě
modelu yt = α + βt+ ϕyt−1 + εt .
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Kapitola 3

Praktická aplikace na

simulovaných a reálných datech

3.1 Simulovaná data

Časové řady, na kterých budeme demonstrovat aplikaci test̊u na jednotkový
kořen, budeme postupně generovat podle nulové hypotézy a obou alternativ.
Takto generované řady následně podrob́ıme test̊um za účelem ověřeńı jejich funk-
čnosti a spolehlivosti.

3.1.1 Generováńı časové řady podle nulové hypotézy

Řadu generujeme podle modelu odpov́ıdaj́ıćıho nulové hypotéze, tedy yt =
yt−1 + εt, kde t = 1, 2, . . . , n pro n = 250. Počátečńı hodnotu y0 stanov́ıme
zpr̊uměrováńım předvýběru deseti člen̊u generovaných podle nulové hypotézy,
kde y0 = 0. Hodnoty b́ılého šumu generujeme z N(0,1).

Uvedeme výpis výpočt̊u z programu Mathematica.

> n = 250;

> epsilon = RandomVariate[NormalDistribution[0, 1], n];

> yt0[0] := 0;

> yt0[t_] := yt0[t-1] + epsilon[[t]];

> y0 = 1/10*Sum[yt0[i], {i, 1, 10}]

> yt[0] := y0;

> yt[t_] := yt[t-1] + epsilon[[t]];

> radayt = Table[yt[i], {i, 1, n}];

Nejprve provedeme τµ-test, kdy hypotézu testujeme proti H1 : α+ϕyt−1+ εt.

> PrumerY0 = n^-1 Sum[yt[i], {i, 1, n}];

> PrumerYMinus1 = n^-1 Sum[yt[i-1], {i, 1, n}]

> OdhadPhi = (Sum[(yt[i-1] - PrumerYMinus1)^2, {i, 1, n}])^-1*

Sum[(yt[i] - PrumerY0)*(yt[i-1] - PrumerYMinus1), {i, 1, n}];

> OdhadAlpha = PrumerY0 - OdhadPhi*PrumerYMinus1;

> Smi = (n-2)^-1*

Sum[(yt[i] - OdhadAlpha - OdhadPhi*yt[i-1])^2, {i, 1, n}];

> Odhad1Sigma1 = (n-2)*n^-1*Smi;

> Odhad1Sigma0 = n^-1*Sum[(yt[i] - yt[i-1])^2, {i, 1, n}];
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> F1 = (2*Smi)^-1*(n*Odhad1Sigma0 - (n-2)*Smi)

[1] 2.8593

Pro n = 250 na hladině významnosti 5% je odpov́ıdaj́ıćı kvantil 4.63 (viz tabulka
2.2). Vzhledem k Φ1 = 2.8593 tedy nulovou hypotézu nezamı́táme.

Následně generovanou časovou řadu podrob́ıme ττ -testu, kdy hypotézu testu-
jeme proti H1 : α + βt+ ϕyt−1 + εt.

> X = Table[{1, i, yt[i-1]}, {i, 1, n}];

> Xtran = Transpose[X];

> Theta = Inverse[Xtran.X].Xtran.radayt ;

> Stau = (n-3)^-1*radayt.(IdentityMatrix[n]

- X.Inverse[Xtran.X].Xtran).radayt;

> Odhad2Sigma1 = (n-3) n^-1 Stau;

> Odhad2Sigma0 = n^-1*Sum[(yt[i] - yt[i-1])^2 , {i, 1, n}];

> F2 = ((3 Stau)^-1)*(n*Odhad2Sigma0 - (n-3)*Stau)

[1] 1.90892

Pro n = 250 na hladině významnosti α = 5% je odpov́ıdaj́ıćı kvantil 4.75 (viz
tabulka 2.3). Vzhledem k Φ2 = 1.90892 tedy nulovou hypotézu nezamı́táme.

V obou aplikovaných testech nulová hypotéza yt = yt−1+ εt nebyla zamı́tnuta
a výsledky tedy souhlaśı s faktem, že jsme danou časovou řadu generovali právě
podle této hypotézy.

3.1.2 Generováńı časové řady podle 1. alternativy

Řadu generujeme podle modelu odpov́ıdaj́ıćıho alternativě yt = α+ϕyt−1+εt,
kde t = 1, 2, . . . , n pro n = 250, α = 0.3 a ϕ = 0.5. Počátečńı hodnotu y0 i hodnoty
b́ılého šumu εt generujeme analogickým zp̊usobem jako v předchoźım př́ıpadě.

Odhady parametr̊u alternativy jsou

α̂µ = 0.292237 a ϕ̂µ = 0.454199.

Odlǐsnost od skutečných α a ϕ souviśı s relativně malým rozsahem výběru n.
Testová statistika τµ-testu je

Φ1 = 46.4102.

Na hladině významnosti α = 5% je odpov́ıdaj́ıćı kvantil 4.63, nulovou hypotézu
zamı́táme. Jde přitom o očekávaný závěr, jelikož časová řada byla generována
podle alternativy.

V př́ıpadě ττ -testu jsou odhady parametr̊u

α̂τ = 0.155831, β̂τ = 0.0011189 a ϕ̂τ = 0.446636.

Projevilo se, že generovaná řada neobsahuje lineárńı trend βt.
Testová statistika je

Φ2 = 31.4777

a jelikož je na hladině významnosti α = 5% odpov́ıdaj́ıćı kvantil 4.75, nulovou
hypotézu zamı́táme.
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3.1.3 Generováńı časové řady podle 2. alternativy

Řadu generujeme podle modelu odpov́ıdaj́ıćıho alternativě yt = α + βt +
ϕyt−1 + εt, kde t = 1, 2, . . . , n pro n = 250, α = 0.3, β = 0.7 a ϕ = 0.5. Počátečńı
hodnotu y0 i hodnoty b́ılého šumu εt generujeme analogickým zp̊usobem jako
v předchoźıch př́ıpadech.

Odhady volených parametr̊u v rámci τµ-testu jsou

α̂µ = 1.28114 a ϕ̂µ = 1.00052.

Odchylky od skutečné hodnoty parametr̊u jsou podstatně větš́ı než v předchoźıch
př́ıpadech, a to předevš́ım z d̊uvodu volby n a př́ıtomnosti lineárńıho trendu
v generované řadě. Odchylky však nemaj́ı na konečný výsledek testu zásadńı
vliv.

Testová statistika je
Φ1 = 129.703.

Jelikož je na hladině významnosti α = 5% odpov́ıdaj́ıćı kvantil 4.63, nulovou
hypotézu zamı́táme.

V př́ıpadě ττ -testu jsou odhady parametr̊u

α̂τ = −0.212744, β̂τ = 0.880806 a ϕ̂τ = 0.371888.

Přesněǰśıch odhad̊u bychom opět doćılili volbou větš́ıho n.
Testová statistika je

Φ2 = 181.8.

Na hladině významnosti α = 5% je odpov́ıdaj́ıćı kvantil 4.75, nulovou hypotézu
tedy zamı́táme. Jde o očekávaný závěr, jelikož časová řada byla generována podle
dané alternativy.

Jak je z výše popsaných výsledk̊u patrné, oba testy na jednotkový kořen lze
považovat za funkčńı. Ve všech př́ıpadech byly výsledky očekávané a nulová hy-
potéza se nezamı́tla pouze v př́ıpadě, kdy jsme časovou řadu podle této hypotézy
generovali.
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3.2 Reálná data

Pro identifikaci model̊u ARMA a aplikaci test̊u na jednotkový kořen využijeme
data České národńı banky, a to denńı vývoj směnného kurzu koruny k euru
v pracovńıch dnech od 1.10.2013 do 25.2.2014, to jest řadu délky n = 100.

20 40 60 80 100
t

26.0

26.5

27.0

27.5

yt

Obrázek 3.1: Vývoj kurzu Eura.

3.2.1 Logaritmická transformace dat

Již z grafu 3.1 lze vidět, že zkoumaná časová řada neńı stacionárńı. Proto
provedeme obvyklou transformaci pro finančńı časové řady

zt = log yt − log yt−1 t = 1, . . . , n.

20 40 60 80 100
t

-0.004

-0.002

0.002

0.004

0.006

zt

Obrázek 3.2: Transformovaná data zt.

V př́ıpadě identifikace modelu ověř́ıme vzhledem k použit́ı aproximaćı (1.4) a
(1.5) normalitu dat testem normality a konstrukćı histogramu.

Z histogramu 3.3 lze pozorovat, že transformovaná data nepocházej́ı z normál-
ńıho rozděleńı. To potvrzuje i test provedený v softwaru Mathematica. Jeho
výstupem je p-hodnota, tedy nejmenš́ı hladina, na které zamı́táme normalitu
dat.
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Obrázek 3.3: Histogram časové řady zt.

> DistributionFitTest[LogData, NormalDistribution[]]

[1] 1.77636*10^-15

Źıskaná p-hodnota je rovna 1.77636 × 10−15, vzhledem k čemuž zamı́táme
nulovou hypotézu, že zkoumaná data pocházej́ı z normálńıho rozděleńı.

Předpoklad normality tedy neńı splněn, a to zřejmě z d̊uvodu několika málo
extrémně velkých hodnot a značné špičatosti histogramu. Navzdory tomu se
o identifikaci modelu pokuśıme. Nejprve využijeme grafy funkce ACF a PACF.
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Obrázek 3.4: Graf ACF pro zt.

Z korelogramu 3.4 lze vidět, že nelze identifikovat bod useknut́ı. Stejně je tomu
i v př́ıpadě parciálńıho korelogramu 3.5. Oba grafy poukazuj́ı k možnosti, že by se
mohlo jednat o b́ılý šum. Pro ověřeńı, zda je tomu tak, využijeme testy založené
na Bartlettově (1.16) a Quenouilleově (1.17) aproximaci. Kritický obor (1.16) má

při nekorelovanosti veličin v časové řadě dolńı mez 2
√

1
n
. Plat́ı

|rk| < 2

√
1

n
= 0.2 pro k ≥ 1

a

|rkk| < 2

√
1

n
= 0.2 pro k ≥ 1,
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Obrázek 3.5: Graf PACF pro zt.

jak je vidět i v grafu 3.5. ACF i PACF lze tedy považovat za nulové a pro zt lze
identifikovat b́ılý šum. Provedeme testy na jednotkový kořen na řady zt a log yt.

Nejprve aplikujeme testy na časovou řadu zt. V př́ıpadě τµ testu je testová
statistika

Φ1 = 141.217.

Pro zvolenou hladinu α = 5% je odpov́ıdaj́ıćı kvantil 4.71, proto hypotézu
H0 : zt = zt−1 + εt zamı́táme ve prospěch alternativy H1 : zt = α + ϕzt−1 + εt.
Odhady parametr̊u jsou

α̂µ = 0.0334586 a ϕ̂µ = 0.000637767.

Podobně postupujeme i v př́ıpadě ττ -testu. Testová statistika je

Φ2 = 95.8675.

Na hladině α = 5% je odpov́ıdaj́ıćı kvantil roven 4.88, hypotézu H0 : zt = zt−1+εt
tedy zamı́táme ve prospěch alternativy H1 : zt = α + βt + ϕzt−1 + εt. Odhady
parametr̊u jsou

α̂τ = 0.0017707, β̂τ = −0.0000224352 a ϕ̂τ = 0.0387998.

Potvrdilo se, že řadu zt lze považovat za stacionárńı.
Analogickým zp̊usobem testujeme i časovou řadu lt = log yt. V τµ-testu je

testová statistika
Φ1 = 2.39496.

Pro zvolenou hladinu α = 5% je odpov́ıdaj́ıćı kvantil 4.71, proto hypotézu
H0 : lt = lt−1 + εt nezamı́táme. Testová statistika v ττ -testu je

Φ2 = 1.58347.

Na hladině α = 5% je odpov́ıdaj́ıćı kvantil roven 4.88, nulovou hypotézu tedy
nezamı́táme.

Testy na jednotkový kořen prokázaly, že log yt lze identifikovat jako náhodnou
procházku. Tento fakt odpov́ıdá předchoźımu zjǐstěńı, že časová řada zt je b́ılý
šum.
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3.2.2 Netransformovaná data

Vzhledem k tomu, že pro transformovaná data se nepodařilo identifikovat
ARMA model, budeme se zabývat p̊uvodńı časovou řadou s odečteným pr̊uměrem

xt = yt −
1

n

n∑

t=1

yt.

Takto upravenou řadu znázorňuje obrázek 3.6. Je patrné, že prvńıch 25 pozo-
rováńı se zásadně lǐśı od daľśıch hodnot a lze nalézt i daľśı výkyvy.
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Obrázek 3.6: Graf časové řady po odečteńı aritmetického pr̊uměru.
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Obrázek 3.7: Graf ACF pro data xt.

Graf funkce ACF 3.7 neńı př́ılǐs vypov́ıdaj́ıćı a těžko z něj lze odhadnout,
jakému modelu by data mohla odpov́ıdat. Lineárńı a relativně pomalý pokles pro
k = 1, . . . , 27 poukazuje na nestacionaritu dat. Napovědět může i graf PACF na
obrázku 3.8. Zde je výrazné maximum v bodě k = 1. Pro ověřeńı, že jde o model
AR(1), lze využ́ıt test založený na Quenouilleově aproximaci (1.17). Aby bylo
možné označit model za AR(1), je nutné splněńı nerovnosti

|rkk| < 2

√
1

n
pro k > 1.
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Obrázek 3.8: Graf PACF pro data xt.

Jak je patrné z grafu, nerovnost neńı splněna pro k = 26 a 51. Druhé porušeńı
nerovnosti lze zanedbat, avšak vzhledem k výraznému rozd́ılu v př́ıpadě k =
26 bychom mohli model AR(1) vyloučit. Graf ACF a PACF by bylo taktéž
značně obt́ıžné omezit křivkou U, proto je nepravděpodobné, že by šlo o model
ARMA(p, q). Identifikace modelu se tedy nezdařila, což taktéž poukazuje k ne-
stacionárńım dat̊um. Proto provedeme testy na jednotkový kořen.

τµ-test s H0 : xt = xt−1+ εt proti H1 : xt = α+ϕxt−1+ εt dává Φ1 = 2.39762.
Na zvolené hladině významnosti α = 5% je odpov́ıdaj́ıćı kvantil 4.71, tedy H0

nezamı́táme.
Stejně tak se H0 nezamı́tne v př́ıpadě ττ -testu, kdy testujeme H0 : xt =

xt−1+εt proti H1 : xt = α+βt+ϕxt−1+εt. V tomto př́ıpadě je totiž Φ2 = 1.58626
a odpov́ıdaj́ıćı kvantil na hladině významnosti α = 5% je roven 4.88.

Jelikož jsme v obou př́ıpadech nulovou hypotézu nezamı́tli, testy prokázaly, že
zkoumaná časová řada je nestacionárńı. Nestacionarita je zjevně zp̊usobena od-
lehlými hodnotami x1, . . . , x25 a rostoućım trendem u hodnot x26, . . . , x55. Proto
se pokuśıme o identifikaci modelu pro př́ıpad 25 pozorováńı, konkrétně pro data
x58, . . . , x82 na obrázku 3.9. Nejprve však ověř́ıme předpokládanou stacionaritu.
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Obrázek 3.9: Graf časové řady x58, . . . , x82.

V př́ıpadě τµ-testu je Φ1 = 4.44665 a odpov́ıdaj́ıćı kvantil na hladině význam-
nosti α = 5% je 5.18, tedy nulovou hypotézu nezamı́táme. Na hladině α = 10%
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bychom vzhledem ke kvantilu 4.12 nulovou hypotézu zamı́tli. Nulovou hypotézu
zamı́táme v př́ıpadě ττ -testu, jelikož Φ2 = 6.01748 a odpov́ıdaj́ıćı kvantil na
hladině α = 5% je 5.68.

K identifikaci modelu opět využijeme grafy ACF a PACF.
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Obrázek 3.10: Graf ACF pro data x58, . . . , x82.
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Obrázek 3.11: Graf PACF pro data x58, . . . , x82.

Z grafu PACF na obrázku 3.11 lze identifikovat bod useknut́ı k0 = 1. V př́ıpadě
ACF bod useknut́ı patrně neexistuje a jej́ı tvar spolu s tvarem PACF vede k tomu,
že model lze identifikovat jako AR(1). Odhady parametr̊u jsou

ϕ̂ = 0.498936,

σ̂2 = 0.00217286,

kde σ2 je rozptyl b́ılého šumu. |ϕ̂| < 1, což odpov́ıdá stacionárńımu procesu.
Adekvátnost zvoleného modelu AR(1) ověř́ıme ještě diagnostikou vypočteného

b́ılého šumu podle vztahu ε̂t = xt − ϕ̂xt−1.

Z ACF na obrázku 3.12 lze vidět, že pro vypočtený b́ılý šum plat́ı |rk| < 2
√

1
n

pro k = 1, 2, . . . a je tedy nekorelovaný. Normalita vypočteného b́ılého šumu se
nepotvrdila, jak naznačuje asymetrický histogram na obrázku 3.13.
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Obrázek 3.12: Graf ACF pro vypočtený b́ılý šum.
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Obrázek 3.13: Histogram vypočteného b́ılého šumu.

Závěrem lze ř́ıci, že jsme prokázali nestacionaritu zkoumané řady v rozsahu
n = 100. Nestacionaritu je možné odstranit přechodem k diferenćım logaritmů.
Rozbor korelačńıch funkćı transformované řady prokázal, že ji lze považovat za
b́ılý šum. Tomu odpov́ıdaj́ıćı hypotéza náhodné procházky pro logaritmovanou
řadu byla potvrzena testy na jednotkový kořen.

Nestacionaritu lze rovněž odstranit zkráceńım p̊uvodńı řady a eliminaćı pro-
blematických úsek̊u. Pro hodnoty směnného kurzu z konce prosince 2013 a ledna
2014 lze pak identifikovat stacionárńı AR(1) model, což potvrdily i testy na jed-
notkový kořen. Výsledky jsou smysluplné i přes porušeńı předpokladu normality
b́ılého šumu.
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