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Uvod

Modelovani ¢asovych tad se hojné vyuziva v oblasti ekonomie a financi, pricemz
Siroce pouzivanym nastrojem jsou linearni ARMA procesy. Témi je ovSsem mozné
modelovat pouze stacionarni casové tady. Vlastnost stacionarity vSak znacéné
mnozstvi realnych dat postrada, a proto byvaji vyuzivany ruzné zpusoby, jak
nestacionaritu ovérit. Jednim z nich jsou testy na jednotkovy koten.

V kapitole [I] jsou definovany zakladni pojmy a podrobné popsany modely,
z nichz nékteré zminujeme v dalsim textu. Veskeré informace jsou prevzaty z knihy
Cipra (2008). V kapitole 2] je popsan Dickeyuv-Fulleruv test, a to ve dvou vari-
antéch, jak byl publikovan v ¢lanku Dickey a Fuller (1981)). Oproti ¢lanku je po-
drobné provedeno odvozeni parametru a rozepsana konstrukce vérohodnostniho
poméru. Kapitola[3 se zabyva praktickou aplikaci testi na konkrétni casové rady,
to jest na simulovana a realna data.



Kapitola 1

Zavedeni pojmu, model ARMA

1.1 Zakladni definice

Definice 1 (ndhodny proces). Nahodny proces y;,t € T je mnozina ndhodngch
veli¢in na stejném pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P) indexovand pomoci
hodnott z mnoziny T (T C R) interpretovangch jako ¢as. Naddle budeme uvazovat
celociselny cas t. 'V takovém pripadé lze posloupnost y;,t € Z nazvat casovou
radou.

Definice 2 (bily sum). Bily sum je posloupnost e, nekorelovanijch ndhodngch
velicin s nulovou stFedni hodnotou a konstantnim (koneénim) rozptylem o* > 0:

E(g;) =0, var(sy) = o > 0, cov(es,ey) =0 pros #t.
Definice 3 (linedrni proces). Linedrni proces je definovin jako
Y=+ ier oot = 1+ 1B+ B+ .. )ey = ¢(B)ey, (1.1)

kde ¢ je bily sum a B je operdtor ¢asového posunu.

1.2 Stacionarita a invertibilita

Stacionarita casové fady y; naznacuje, ze chovani dané tady je stochasticky
stalé. RozlisSujeme dva druhy stacionarity:

o strikini stacionarita: Pravdépodobnostni chovani daného modelu je inva-
riantni k posunum v case. Tedy pravdépodobnostni rozdéleni nahodného
vektoru (ye,, - .., ¥z, ) je totozné jako rozdéleni vektoru (Y4 4n, - - -, Yt,+n) Pro
libovolné h a libovolné casy tq, ..., t.

e (slabd) stacionarita: Postacujici je, aby byl dany proces invariantni k po-
sunum v ¢ase jen v ramci jednotlivych momentu do druhého fadu, tedy
pro kazdé s a t pozadujeme

E(y:) = p = konst;

cov(ys, yr) = E(ys — 1) (ye — i) = cov(Ysin, Yeaen) pro libovolné h.

Specidlné tedy plati i
var(y;) = 05 = konst.



Linedarni proces (1) nazveme invertibilni, kdyz jej lze zapsat ve tvaru

Yt = T1Ye—1 + MoYr—2 + ... + &,
tedy Et =Yt — T1Yt—1 — TYt—2 — ... = (1 — 7TlB — WQBQ — .. )yt = W(B)yt
(1.2)

Pro invertibilitu linearnitho procesu je postacujici podminkou konvergence
mocninné fady m(z) pro |z| < 1, tedy konvergence na jednotkovém kruhu v kom-
plexni roviné.

1.3 Vyjadreni ve tvaru linearniho procesu

Modely zalozené na principu linearntho procesu (1)) jsou vhodné k popisu
chovani ¢asovych fad pozorovanych v praxi. Uvazujme napiiklad stacionarni pro-
ces 14, jehoz stredni hodnota je nulova. Pro tento proces lze na zakladé minulych
hodnot Y; 1 = {y;_1,y:2,...} predpovédét hodnotu y,. Optimélni piedpoved
ve smyslu minimalizace stfedni ¢tvercové chyby (MSE) je podminénd stfedni
hodnota E(y;|Y;_1). Chyba této predpovédi je

€t = Yt — E(yt‘Y;‘fl)

a ma vlastnosti bilého Sumu. Chybu oznacujeme jako inovaci. Pokud plati, ze pro-
ces y; pochazi z normalniho rozdéleni, je podminénou stredni hodnotou E(y;|Y;_1)
linearni kombinace hodnot 4;_1,y:—o,.... Chybu e; lze pak napsat ve tvaru

€t =Yy — T1Yp—1 — T2Yp—2 — .. ..

1.4 Autokovarian¢ni, autokorelacni a parcialni
autokorelac¢ni funkce

Autokovarianc¢ni a autokorelacni funkce jsou bézné nastroje vyuzivané pro kvan-
titativni popis silné korelovanosti, kterd zpravidla nastava u casovych fad. Bu-
deme predpokladat slabé stacionarni ¢asovou radu ;.

Autokovarianéni funkce pro zpozdéni k je definovana jako

Ve = COV(yt>yt—k) = E(yt - lu’)(yt—k - M)) k=... ; _]-7 Oa ]-7 s
Autokorelacni funkce (ACF) pro zpozdéni k je definovana jako

o= Tk 10,1,

2
Yoo Oy

Autokovariancni i autokorela¢ni funkce jsou funkce sudé, proto je staci uvadeét
pouze pro k > 0. Také py =1 a |px| < 1 VEk.
Pro odhad obou funkci se vyuziva odhad stredni hodnoty

B I
y:ﬁ;yt-



Odhadem autokovariancni funkce je

n

1
Ck:_Z(yt—?)(yt—k—ﬂ), k=0,1,...,n—1, (1.3)

t=k+1
a odhadem autokorelacni funkce je

= k=0,1,...,n—1.
Co

Pti zpracovani casovych tad je zpravidla pozadovano n > 50 a k < F. Téz

je mozné misto n délit v (3] ¢islem n — k, ¢imz se zmensi vychyleni odhadu
Eci,—v, avsak soucasné se také zvetsi sttedni ¢tvercovéa chyba odhadu definovana
jako E(cr — vx)?. Oba odhady jsou asymptoticky nestranné, jelikoz pii velkém n
se E(cy) blizi skuteéné hodnoté ~y.

Obzvlast autokorelacni funkce je velmi dilezitym ukazatelem, ponévadz je
napovedou k tomu, jaky typ modelu by bylo nejvhodnéjsi pouzit k popisu po-
zorované casové rady. V ramci toho je dulezité urcit hodnotu k = kg, za kterou
zacina byt autokorelacni funkce nulova, pripadné zjistit, ze dana hodnota neexis-
tuje. Bod kg je oznacovan jako bod useknuti.

V pripadé konkrétni casové tady je vSak teoretickd autokorelacni funkce py
neznama, a proto je zapotiebi ziskat predstavu o tom, jak blizko nule musi 7y
byt, abychom mohli s danou spolehlivosti prohlasit, ze pr = 0. K tomu slouzi
Bartlettova aprorimace: pokud pr = 0 pro k > kg, pak pri asymptotické normalité
casové tady plati

ko
1
.~ N |0, - (1 + 227’?) pro k > k. (1.4)
j=1

Kromé ACF je ¢asto vyuzivana parcidlni autokorelacni funkce (PACF). Funkci
znacime pgi a je definovana jako parcialni korelaéni koeficient mezi nahodnymi
velic¢inami y; a y;_p s pevnymi hodnotami 4 gi1,...,y:—1. Plati pogo =1 a p1; =
P1.

Odhad parcidlni autokorelacni funkce pyr znacime 7y a jde o odhadnuty pa-
rametr ¢ z modelu

Yo =0+ Qrayi—1 + ek2yo + ... + PrrYi—k + €t
V praxi je ovSem ¢astéjsi vyuziti rekurentniho vypoctu odhadu za vyuziti vzorcu

k—1
Tk = o1 Tk Tk
i =11, Tkl = = pro k > 1,

L—=3 i k1575

kde
Tkj =Tk=14 — Tkl " Tk—1,6—; Proj=1,... k—1

Za predpokladu pgr = 0 pro k > kg plati pii asymptotické normalité tzv. Que-

nouilleova aproximace
1
Tk ~ N (O, \/i> pro k > ky. (1.5)
n



1.5 Model ARMA

Stochasticky model ARMA je vyuzivan k analyze casovych tad, pticemz prave
tento model umoznuje detailné rozpracovany a softwarové dostupny ptistup k ca-
sovym fadam pozorovanym v praxi.

Smiseny proces Tdadu p a g znacime jako ARMA(p,q). Jeho tvar je

Yt = P1Yt—1 +... +(;0pyt—p+€t +91€t—1 +... ‘I—qut_q, tJ (,D(B)yt = Q(B)gt, (]_6)

kde ¢(B) =1 — 1B — ... — ¢,B" je autoregresni operdtor a §(B) =1+ 6,B +
...+ 0,B? je operdtor klouzavyjch soucti. p1,...,¢, a 6q,...,0, jsou parametry
modelu.

Sttedni hodnota stacionarntho procesu ARMA(p,q) je nulova. Autokorelacni
funkce procesu splnuje rovnici

Pk = P1Pk-1+ P2pk—2+ ...+ ©ppr—p Dro k> g, (1.7)

s TeSenim tvaru

pr =12 " Fanzy A+ ozpz;k pro k > max(0, ¢ - p + 1), (1.8)
kde z1,..., 2, jsou navzajem ruzné kofeny polynomu ¢(z) (|z1],..., |z > 1) a
aq,...,q, jsou pevné koeficienty.

Autokorelacni funkce procesu ARMA(p,q) je kombinace klesajicich geomet-
rickych posloupnosti a sinusoid s ruznymi frekvencemi a geometricky klesajicimi
amplitudami. Vyjimkou jsou vSak pocatecni hodnoty po, p1,. .., pg—p, a to pokud
q > p. Takovato linearni kombinace rovnéz omezuje parcialni autokorelac¢ni funkci
procesu ARMA(p, ¢). I zde jsou ale vyjimkou pocatecni hodnoty poo, - - -, Pp—q.p—q
a to pokud p > q.

Model je mozné zobecnit i pro pfipad nenulové stfedni hodnoty. ARMA(p, q)
se stfedni hodnotou p bude mit tvar

Y= =p01(Y1— )+ Op(Yep — ) Tt 1+ 08, (19)
tedy

Y = Oé+g01yt,1+. . .+g0pyt,p+€t—|—918t,1+. . '+9q8t7q7 kde o = (1-%01- . —@p)ILL
(1.10)

1.6 Autoregresni proces AR
Autoregresni proces Tadu p znaceny jako AR(p) je tvaru

Y = P11+ FOpUh—pten, i — 11— . —pYi—p = ©(B)yr = ¢ (1.11)

Jednd se o proces ARMA(p,0), ktery vznikne, pokud invertovany linedrni proces
(L2) usekneme v bodé odpovidajicim zpozdéni p.

Pokud kazdy z kofent zi, ..., z, polynomu ¢(z) lezi vné jednotkového kruhu
v komplexni roving, pak je proces AR(p) staciondrni. V tomto pripadé ma nulovou
sttedni hodnotu, rozptyl

2
2 o

L= ipi— = oy

o (1.12)

)
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a autokorelacni funkce procesu spliuje diferen¢ni rovnici

Pk = P1Pk—1 + P2Pk—2+ ...+ Pppr—p DProk > 0. (1.13)

Resenim této rovnice je

pk:(xlszjL(xQz;k—i—...jL(xpz;k prok >0, (1.14)
kde z,..., %, jsou navzdjem ruzné kofeny polynomu ¢(z)(|z1],..., |z > 1) a
ai, ..., qp jsou pevné koeficienty. V piipadé, Ze z; a z; jsou komplexné sdruzena
¢isla, je mozné je nahradit pouze jednim ¢lenem a to ve tvaru a - d* - sin(\k + @),
0 < d < 1. Pokud nejsou kofeny z1,..., 2, navzajem ruzné, pak se ve vyjadreni

(CI4) vyskytne élen (8o + Bik + ...+ B.k""1) - 7%, Tento clen je oviem ve velké

mite prekryvan prubéhem c¢lenu z; k

Autokorelacni funkce procesu AR(p) je linedrni kombinace klesajicich geome-
trickych posloupnosti a sinusoid s ruznymi frekvencemi a geometricky klesajicimi
amplitudami. Parcialni autokorela¢ni funkce ma bod useknuti kg = p.

Priklad (Proces AR(1)). Proces AR(1) tvaru

Yt = P11 T & (1.15)
je staciondrni pro |p;]| < 1. Autokorela¢ni funkce je
pr =@ pro k>0.

Prvni autokorelace procesu AR(1) je stejné jako jeho autoregresni parametr.
Podstatnou roli hraje v modelu znaménko. Kladné ¢; znamena setrvaénost ve
znaménku sousednich hodnot dané ¢asové rady, naopak zdporné ¢, predpovida
pro znaménko sousednich hodnot castéjsi zmeény.

Parcidlni autokorelaéni funkce procesu AR(1) je tvaru

P11 = P15 pre =0 prok > 1.
Bod useknuti PACF je tedy ko = 1.
Priklad (Proces AR(2)). Proces
Yt = P1Yt—1 T P22 + €t

je stacionarni pro ¢ + o < 1, o — 1 < 1, —1 < py < 1.
Oblast, kde je proces stacionarni, vyplni spolecné s osami pro hodnoty ¢, a
o vnittek trojuhelniku s vrcholy (-2, -1), (0, 1) a (2, 1). Autokorela¢ni funkce je

N R e

(zr' =21+ 27"

Pr = pro k >0,

kde 27 a z9 jsou navzdjem ruzné kofeny polynomu ¢(z). pr nemda bod useknuti
a je tvaru linearni kombinace dvou geometricky klesajicich posloupnosti, nebo
sinusoidy s geometricky klesajici amplitudou.

Parcidlni autokorelaéni funkce procesu AR(2) mé bod useknuti ky = 2.



1.7 Proces klouzavych soucta MA
Proces klouzavijch soucti rddu q znacime MA(q) a je tvaru
Y = & + ngt—l + ...+ 0q5t—q = Q(B)gt
Jednd se o proces ARMA(0,q), ktery vznika useknutim linedrniho procesu (L))
v bodé odpovidajicim zpozdéni q.
Proces MA(q) je vzdy staciondrni, stfedni hodnota je nulova, rozptyl je
or=(146+...+6)0°

a autokorela¢ni funkce

6k+610k+1+---+6q—k0q
Pk =

1+607+... 462 prok=1,....q

0 pro k > q.

Bod useknuti kg pro autokorela¢ni funkci je tedy roven fadu modelu ¢g. U parcialni
autokorelacni funkce pgi procesu MA(q) bod useknuti neni. Tuto funkci omezuje
linearni kombinace geometricky klesajicich posloupnosti a sinusoid s geometricky
klesajicimi amplitudami.

Pokud jsou v8echny kofeny 2y, ..., 2z, polynomu 6(z) vné jednotkového kruhu
v komplexni roviné, pak je proces MA(q) invertibilni.

Priklad (Proces MA(1)). Bod useknuti ACF procesu MA(1) je ko = 1. Parcidlni
autokorelacni funkce tohoto procesu je

_ (=DM -6

prok=1,2,....

Priklad (Proces MA(2)). Proces MA(2) je tvaru
Yr = €t + bher1 + Oaey o,

s autokorela¢ni funkei

809 o= 1
Pr = 1+99§72+9§ prok =2
0 pro k > 2,

s bodem useknuti ko = 2.



1.8 Identifikace modelu

K identifikaci modelu pomohou obecné poznatky o tvaru autokorelac¢ni a parcialni
autokorela¢ni funkce procesi AR(p), MA(q) a ARMA(p,q):

AR(p) MA(q) ARMA(p.q)
pr  neexistuje ko; ko =q neexistuje ko;
pr ve tvaru kiivky U pi ve tvaru kiivky U
po prvnich ¢ — p hodnotach
Pek ko =p neexistuje ko; neexistuje ko;

pri ve tvaru kiivky U pgi ve tvaru krivky U
po prvnich p — ¢ hodnotach

Tabulka 1.1: Vlastnosti autokorelaéni a parcidlni autokorelacni funkce modelu
AR(p), MA(q) a ARMA(p,q). U znaci kiivku tvaru lin. kombinace klesajicich

geom. poslouponosti a sinusoid s geom. klesajicimi amplitudami.

Identifikace spociva v pritazeni nejvhodnéjsiho typu modelu pozorované ¢asové
fady pomoci charakterizaci obsazenych v tabulce [Tl konfrontovanych s odhady
ACF a PACF. Odpovidajici typ modelu vybirdme na zakladé prohlidky grafu
odhadnuté ACF a PACF zkoumané casové fady. Pokud neni jasné, jaky typ mo-
delu je vhodné zvolit, testuje se potencialni bod useknuti ky, a to za pomoci
Bartlettovy aproximace (L4]). Pfiblizny (asymptoticky) kriticky obor na hladiné
vyznamnosti 5% je

ko
1
|76 > 2 - (1 +2 E r?) pro k > k. (1.16)
j=1

Vyuzit lze téz Quenouilleovu aproximaci (ILH]) s kritickym oborem na hladiné
vyznamnosti 5%

1
|’I"]gk‘ > 2\/j pro k> ko. (117)
n

Pro ovéteni adekvatnosti identifikovaného modelu je vhodné provést diagnos-
tiku vypocteného bilého Sumu. Ta spociva predevsim v ovéreni nekorelovanosti
s vyuzitim (L4)) a normality pomoci histogramu, piipadné nékterého z testu im-
plementovanych v pouzitém softwaru.

Pozndmka (Odhad modelu). Konstrukce odhadu parametri ve zminénych mo-
delech jsou zalezitosti softwaru. Implementované procedury vychazeji z metody
nejmensich ¢tvercu nebo metody maximalni vérohodnosti za predpokladu nor-
mality bilého sumu.



Kapitola 2

Dickeyuv-Fulleruv test
na jednotkovy koren

Ekonomické a finan¢ni casové tady v praxi velmi ¢asto nejsou stacionarni,
coz je ovsem zakladni podminkou pro jejich modelovani pomoci ARMA procest.
Konkrétné AR(1) je staciondrni pro |p;1| < 1, viz kapitola [LO. Pokud ale ¢, =
1, model AR(1) pfejde na model ndhodné prochazky vy, = ;1 + &. Pritom
z = é je kotenem autoregresniho polynomu ¢(z). Proto se testovani hypotézy
ndhodné prochdazky proti alternativim obsahujicim proces AR(1) nazyva testy
na jednotkovy kofen. Metodologie pro testovani hypotézy nahodné prochazky
proti alternativam souvisejicim s AR(1) byla navrzena v ¢lanku [Dickey a Fullen
(1981).

V ramci Dickeyova-Fullerova test budeme uvazovat dvé varianty, znacené jako
T — testy.

Oznaceni testu Hypotéza Alternativa Testova statistika
Tu-test Yt = Yt—1 + &4 Yt = O+ QY1 + & O]
Tr-test Y =Y1+e  y=a+ Sty gy D,

Tabulka 2.1: Testy na jednotkovy kofen.

2.1 7,-test
Testujeme Hy : y; = y¢—1 + & proti
Hi, oty =a+ oy 1+ ey,

kde t =1,2,3,--+,n, yo je pevné dané a &; ~ N(0,0?) je bily sum.
K odhadu parametru a a ¢ vyuzijeme regresni piistup (viz [Andél, 2005).
Necht X je matice n x 2,

Ly

1
x=1|. ”

1 Yn—1

a y, = (y17y27"' ayn)

10



Odhad vektoru parametra 8, = (a, )" metodou nejmensich ¢tvercu je
6, = X(X'X)"'X'y. (2.1)
Jeho slozky 1ze psat ve tvaru

n n

Pu = [Z(Z/tl - ?(_1))2] Z(Z/t — Y0) We—1 — Y1)

=1 t=1
Q= Yoy = Pul(-1),
kde Gy =n"" Y1, yeys prodi = —1,0.

Oznacime
n

S€2,u =(n-2)"" Z(yt — Oy — Pue)”

t=1

Odhad é\u pomoci metody nejmensich ¢tverct je totozny s odhadem metodou
maximalni vérohodnosti. Vérohodnostni funkce za platnosti H; , je

2

1 n n &

()
2mwoy g

kde ¢; = y; — a — py;_1. Logaritmicka vérohodnostni funkce je

n

1
l=logL = —inlog(Qﬁ) —nlogoy — (207)7! Z (i — a0 — o).

t=1
Pro logaritmickou vérohodnostni funkei plati

n

(201) ") (e — @ — pyi1)* > 0,

t=1

a proto maximalizace [ vzhledem k parametrum «, ¢ je ekvivalentni minimalizaci
D i1 G-
Pro odhad parametru o? polozime
dlog L

2
0oy

0

n ] —

2
S ) E - - — =0
20,% _'_ 20,11 — (yt (67 (pyt 1)

Vzhledem k tomu, ze

> (e —a—gy), (2.2)

dostavdme po dosazeni odhadu @, @, do (22)

o7 = (n— 2)n_1352u.
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Za platnosti Hy ,, tedy nastdvd maximum funkee [ v (67, 4/9\;), kde é\u jiz bylo
definovéno v (21]).

Za platnosti Hy je (a,p) = (0,1). Pak 02 = n >0 (v — yi-1)*

Diky ziskanym odhadim za platnosti nulové a alternativni hypotézy lze zkon-
struovat vérohodnostni pomeér

269 _ () epl e S = 8~ Pun )}

=2 n n
KO () etk S - i)

_ % exp { _ Z?:l(yt — Q) — ‘ﬁuytfl)Z - Z?:l(yt - ytfl)Q } _

2% Z?:l (yt - @u - @uyt—l)Q 2% Z?:1 (yt - yt—1)2

Déle 1ze psat

3_(2): 3(2) — n 8_(2)_1_1[_1 =
op =252 n—2\SZ
=2 2
n o n n  og n 2
= - —1 = — = +1=
n—2<S§M )+n—2 n—252, n—2+n—2
~2 ~2
noy n 2 2 noy n 2
S 1=(-22 241 4] =
(2Sa2u 2)n—2+n—2+ (QSEM 2 >n—2
1

[nog — (n— 2)352“} 2 + 1.

:2552M n—2

Po dosazeni do vérohodnostniho poméru dostaneme

L@}) _ a5 _ (3)* Lo 1 2 ]*
@) o \& * g5z, M0~ (=255 T
— [1+2(n—2)"'%,] %,

kde &y = (252,)7" [nog — (n—2)S2,].

2.2 7.-test
Stejnym zpusobem lze postupovat i v pripadé testu Hy : y; = y;—1 + ¢ proti
Hi; iy =a+ Bt + oyi1 + e,

kde t =1,2,3,---,n, yo je pevné dané a g, ~ N(0,02). Necht X je matice n x 3,

1 1 Yo
x—| 2"
I n Yn—1
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a necht ¥y = (y1,y2, - ,yn). Pak pro odhad parametru opétovné vyuzijeme re-
gresi. Odhad vektoru parametru 0, = («, 5, ¢)’ metodou nejmensich étvercu je

~

6, = (a-, 5., 3,) = (X'X)"'X'y. (2.3)

Oznacime

n

2 = (n=3)" S (g — @ — Brt — Bryer)? = (n— 3) 'y [I— X(X'K) "Xy

t=1

Odhad é\T pomoci metody nejmensich ¢tvercu je i v tomto piipadé stejny jako
odhad metodou maximalni vérohodnosti. Vérohodnostni funkce za platnosti H; .

Je
n n o2
L = ( 1 ) ei 2;2 y
2no ) 3

kde ¢, = y; — a — Bt — py,;_1. Logaritmicka vérohodnostni funkce je pak

n

1
l=logL = —§nlog(27r) —nlogo — (20°%) 71 Z (g — . — Bt —py1)>.

t=1
I zde pro logaritmickou vérohodnosti funkci plati

n

(20%)7" Z (yr — o — Bt — py1)* >0,

t=1

a proto je maximalizace [ vzhledem k a, 3 a ¢ ekvivalentni minimalizaci > | 7.
Za platnosti H;, nastdvd maximum v (07,0"), kde 6, jiz bylo definovdno
v (23) aci=(n—3)n"152.
Za platnosti Hy je («, 8,¢) = (0,0,1). Pak 65 = n~ ' >0 (g — ye—1)*

7 odhadu za platnosti nulové a alternativni hypotézy analogickym postupem
jako v piipadé 7,-testu ziskdme vérohodnostni pomeér

n
2

l@] o [1+30-3)70) %

00

kde
@, = (352)7! [n3% — (n - 3)52].
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2.3 Interpretace vysledku

Tabulky a [2.3 obsahuji potfebné (1 — «)-kvantily pro zvolené hladiny
vyznamnosti « rovné postupné 10%,5%,2.5% a 1%. Alternativa i nulova hy-
potéza jednotlivych modelu jsou uvedeny u ptislusnych tabulek. Nulovou hy-
potézu v obou pripadech zamitame pro velké hodnoty ®;, respektive ®,. Od-
povida to metodologii testu zalozeném na vérohodnostnim poméru, ktera je po-
psana v knize |Andél (2005)

Kvantily rozdéleni statistik &, ®y byly prevzaty z ¢lanku Dickey a Fuller
(1981). Hodnoty pro vybéry konecného rozsahu n byly ziskdny z napocitanych
statistik pro vybéry generované modelem s y; =0ay, =y, 1+, t =2,3,...,n,
pro n = 25,50, 100,250 a 500. Pro n = 25 byla generovana tfi opakovani 50000
vybért, pro n = 50,100 a 250 dvé opakovani a jedno opakovani pro n = 500.
Simulace pro limitni pfipad n = oo byla zkonstruovana na zédkladé procesu po-
psaného v praci Dickey (1976).

Pravdépodobnost (1-«)
n 090 095 0975 099

25 412 518 6.30 7.88
20 3.94  4.86 5.80 7.06
100  3.86 4.71 5.57 6.70
250 381 4.63 5.45 6.52
500  3.79  4.61 0.41 6.47
00 3.78  4.59 5.38 6.43

Tabulka 2.2: Kvantily rozdéleni ®; za platnosti («, ¢) = (0,1) v piipadé modelu
Y=+ QY1+ &

Pravdépodobnost (1-«)
n 090 095 0975 099

25 4.67  5.68 6.75 8.21
20 431  5.13 5.94 7.02
100 4.16  4.88 5.59 6.50
250  4.07  4.75 5.40 6.22
500  4.056 4.71 5.35 6.15
00 4.03  4.68 5.31 6.09

Tabulka 2.3: Kvantily rozdéleni ®, za platnosti (a, 3,¢) = (0,0,1) v piipadé
modelu y; = a + Bt + py;—1 + €4 .

14



Kapitola 3

Prakticka aplikace na
simulovanych a realnych datech

3.1 Simulovana data

Casové fady, na kterych budeme demonstrovat aplikaci testii na jednotkovy
koten, budeme postupné generovat podle nulové hypotézy a obou alternativ.
Takto generované rady nasledné podrobime testum za ucelem ovéreni jejich funk-
¢nosti a spolehlivosti.

3.1.1 Generovani ¢asové rady podle nulové hypotézy

Radu generujeme podle modelu odpovidajictho nulové hypotéze, tedy vy, =
Y1 + &, kde t = 1,2,...,n pro n = 250. Pocateéni hodnotu y, stanovime
zprumérovanim predvybéru deseti clenu generovanych podle nulové hypotézy,
kde yo = 0. Hodnoty bilého sumu generujeme z N(0,1).

Uvedeme vypis vypoctu z programu Mathematica.

> n = 250;

> epsilon = RandomVariate[NormalDistribution[O0, 1], n];
> ytO[0] := 0;

> yt0[t_] := ytOo[t-1] + epsilon[[t]];

> yO = 1/10*Sum[ytO[i], {i, 1, 10}]

> yt[0] := yO;

> ytlt_] := yt[t-1] + epsilon[[t]];

> radayt = Table[yt[i], {i, 1, n}];

Nejprve provedeme 7,-test, kdy hypotézu testujeme proti Hy : oo+ pye—1 + 4.

> PrumerY0 = n”-1 Sum[yt[i], {i, 1, n}];

> PrumerYMinusl = n~-1 Sum[yt[i-1], {i, 1, n}]

> 0dhadPhi = (Sum[(yt[i-1] - PrumerYMinus1)~2, {i, 1, n}]) -1
Sum[(yt[i] - PrumerYO)*(yt[i-1] - PrumerYMinusl), {i, 1, n}];

> OdhadAlpha = PrumerYO - OdhadPhi*PrumerYMinusl;

> Smi = (n-2)"-1x%
Sum[(yt[i] - OdhadAlpha - 0OdhadPhix*yt[i-1])~2, {i, 1, n}];

> Odhad1Sigmal = (n-2)*n~-1%Smi;

> 0dhadl1Sigmal0 = n~-1*Sum[(yt[i] - yt[i-1])"2, {i, 1, n}];
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> F1 = (2*Smi) "-1*(n*0dhad1Sigmal - (n-2)*Smi)
[1] 2.8593

Pro n = 250 na hladiné vyznamnosti 5% je odpovidajici kvantil 4.63 (viz tabulka
2.2). Vzhledem k ®; = 2.8593 tedy nulovou hypotézu nezamitdame.

Nésledné generovanou ¢asovou fadu podrobime 7,-testu, kdy hypotézu testu-
jeme proti Hy : a+ St + oy, 1 + ;.

X = Table[{1, i, yt[i-112}, {i, 1, n}];
Xtran = Transpose[X];
Theta = Inverse[Xtran.X].Xtran.radayt ;
Stau = (n-3) "-1xradayt.(IdentityMatrix[n]
- X.Inverse[Xtran.X].Xtran) .radayt;
> Odhad2Sigmal = (n-3) n"-1 Stau;
> 0dhad2Sigmal0 = n~-1*Sum[(yt[i] - yt[i-11)"2 , {i, 1, n}];
> F2 = ((3 Stau) "-1)*(n*0dhad2Sigma0 - (n-3)*Stau)
[1] 1.90892

>
>
>
>

Pro n = 250 na hladiné vyznamnosti a« = 5% je odpovidajici kvantil 4.75 (viz
tabulka [23]). Vzhledem k &5 = 1.90892 tedy nulovou hypotézu nezamitame.

V obou aplikovanych testech nulova hypotéza y; = y;—1 + ; nebyla zamitnuta
a vysledky tedy souhlasi s faktem, ze jsme danou ¢asovou fadu generovali pravée
podle této hypotézy.

3.1.2 Generovani casové rady podle 1. alternativy

Radu generujeme podle modelu odpovidajiciho alternative y, = a4y, 1 +¢4,
kdet=1,2,...,npron = 250, a = 0.3 a o = 0.5. Poc¢atecni hodnotu y, i hodnoty
bilého Sumu e; generujeme analogickym zpusobem jako v predchozim piipadé.

Odhady parametru alternativy jsou

a, =0.292237 a @, = 0.454199.

Odlisnost od skutecnych a a ¢ souvisi s relativné malym rozsahem vybéru n.

Testova statistika 7,-testu je
d; = 46.4102.

Na hladiné vyznamnosti @ = 5% je odpovidajici kvantil 4.63, nulovou hypotézu
zamitame. Jde pfitom o ocekdvany zavér, jelikoz casova tfada byla generovana
podle alternativy.

V piipadé 7,-testu jsou odhady parametru

a, = 0.155831, BT = 0.0011189 a @, = 0.446636.

Projevilo se, ze generovana fada neobsahuje linearni trend St.
Testova statistika je

Dy = 314777

a jelikoz je na hladiné vyznamnosti @ = 5% odpovidajici kvantil 4.75, nulovou
hypotézu zamitame.

16



3.1.3 Generovani casové rady podle 2. alternativy

Radu generujeme podle modelu odpovidajiciho alternativé y, = a + Bt +
oY1 t+e, kdet =1,2, ... . npron =250, =0.3, 5 =0.7T a ¢ = 0.5. Pocatecni
hodnotu gy i hodnoty bilého sumu &; generujeme analogickym zpusobem jako
v predchozich piipadech.

Odhady volenych parametru v rdmci 7,-testu jsou

a,=128114 a @, =1.00052.

Odchylky od skutecné hodnoty parametru jsou podstatné vétsi nez v predchozich
piipadech, a to pfedevsim z duvodu volby n a piitomnosti linearntho trendu
v generované tadé. Odchylky vsak nemaji na konecny vysledek testu zasadni
vliv.

Testova statistika je
d; =129.703.

Jelikoz je na hladiné vyznamnosti @ = 5% odpovidajici kvantil 4.63, nulovou
hypotézu zamitame.
V piipadé 7,-testu jsou odhady parametru

ar = —0.212744, B\T = 0.880806 a @, = 0.371888.

Presnéjsich odhadu bychom opét docilili volbou vétsiho n.

Testova statistika je
b, = 181.8.

Na hladiné vyznamnosti a = 5% je odpovidajici kvantil 4.75, nulovou hypotézu
tedy zamitame. Jde o ocekavany zaver, jelikoz ¢asova fada byla generovana podle
dané alternativy.

Jak je z vyse popsanych vysledku patrné, oba testy na jednotkovy koten lze
povazovat za funkéni. Ve vSech ptipadech byly vysledky ocekavané a nulova hy-
potéza se nezamitla pouze v piipadé, kdy jsme ¢asovou fadu podle této hypotézy
generovali.
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3.2 Realna data

Pro identifikaci modeli ARMA a aplikaci testu na jednotkovy koten vyuzijeme
data Ceské narodni banky, a to denni vyvoj sménného kurzu koruny k euru
v pracovnich dnech od 1.10.2013 do 25.2.2014, to jest fadu délky n = 100.

Yt

[ A ° 0% o o ceve_ %0ce
2751 0, R . Lo olee 0
L . o

265+

Obrazek 3.1: Vyvoj kurzu Eura.

3.2.1 Logaritmicka transformace dat

Jiz z grafu B] lze vidét, ze zkoumana casova fada neni stacionarni. Proto
provedeme obvyklou transformaci pro finanéni ¢asové rady

z=logy, —logy;1 t=1,....,n.

~0002/° ®

~0.004|

Obrazek 3.2: Transformovana data z;.

V pripadé identifikace modelu ovéfime vzhledem k pouziti aproximaci (L4]) a
(LH) normalitu dat testem normality a konstrukei histogramu.

7 histogramu lze pozorovat, ze transformovana data nepochéazeji z normal-
niho rozdéleni. To potvrzuje i test provedeny v softwaru Mathematica. Jeho
vystupem je p-hodnota, tedy nejmensi hladina, na které zamitame normalitu
dat.
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Obrazek 3.3: Histogram casové fady z;.

> DistributionFitTest[LogData, NormalDistribution[]]
[1] 1.77636%10°-15

Ziskana p-hodnota je rovna 1.77636 x 107'°, vzhledem k GemuZ zamitdme
nulovou hypotézu, ze zkoumana data pochéazeji z normalniho rozdéleni.

Predpoklad normality tedy neni splnén, a to ziejmé z duvodu nékolika mélo
extrémné velkych hodnot a znacné Spicatosti histogramu. Navzdory tomu se
o identifikaci modelu pokusime. Nejprve vyuzijeme grafy funkce ACF a PACF.

M
08|
06|
04l

02l

—02F
Obrazek 3.4: Graf ACF pro z.

7 korelogramu [3.4] 1ze vidét, ze nelze identifikovat bod useknuti. Stejné je tomu
i v ptipadé parcidlniho korelogramu 3.5l Oba grafy poukazuji k moznosti, ze by se
mohlo jednat o bily Sum. Pro ovéfeni, zda je tomu tak, vyuzijeme testy zalozené

na Bartlettové (LI6]) a Quenouilleové (LIT) aproximaci. Kriticky obor (L.I6) ma

pti nekorelovanosti velicin v ¢asové radé dolni mez 2\/% . Plati

1

Ir| < 2\/j: 0.2 prok>1
n
1

|Tex] < 2\/; =0.2 prok>1,
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Obrazek 3.5: Graf PACF pro z.

jak je vidét i v grafu ACF i PACF lze tedy povazovat za nulové a pro z; lze
identifikovat bily sum. Provedeme testy na jednotkovy kofen na fady z; a logy;.
Nejprve aplikujeme testy na casovou fadu z. V piipadé 7, testu je testova
statistika
d, =141.217.

Pro zvolenou hladinu o = 5% je odpovidajici kvantil 4.71, proto hypotézu
Hy: 2z = 21 + ¢ zamitdme ve prospéch alternativy Hy : 2z = a+ @21 + &4
Odhady parametru jsou

a, = 0.0334586 a @, = 0.000637767.
Podobné postupujeme i v piipadé 7,-testu. Testova statistika je
d, = 95.8675.

Na hladiné o = 5% je odpovidajici kvantil roven 4.88, hypotézu Hy : 2 = 2;_1+¢&;
tedy zamitame ve prospéch alternativy Hy : z; = a + ft + ¢2z1 + ;. Odhady
parametri jsou

a, = 0.0017707, BT = —0.0000224352 a @, = 0.0387998.

Potvrdilo se, Zze fadu z; lze povazovat za stacionarni.
Analogickym zptsobem testujeme i ¢asovou fadu l; = logy:. V 7,-testu je
testova statistika
d; = 2.39496.

Pro zvolenou hladinu o = 5% je odpovidajici kvantil 4.71, proto hypotézu
Hy : l; = l;_1 + &, nezamitame. Testova statistika v 7.-testu je

D, = 1.58347.

Na hladiné a@ = 5% je odpovidajici kvantil roven 4.88, nulovou hypotézu tedy
nezamitame.

Testy na jednotkovy koten prokazaly, ze logy; lze identifikovat jako ndahodnou
prochazku. Tento fakt odpovida predchozimu zjisténi, ze casova tada z; je bily
sum.
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3.2.2 Netransformovana data

Vzhledem k tomu, ze pro transformovana data se nepodafilo identifikovat
ARMA model, budeme se zabyvat puvodni ¢asovou fadou s ode¢tenym prumérem

1 n
Ty = Yt — ﬁ Zyt-
t=1

Takto upravenou fadu znazornuje obrézek B.6. Je patrné, ze prvnich 25 pozo-
rovani se zasadné lisi od dalsich hodnot a lze nalézt i dalsi vykyvy.

X

[ . .. ° ° % o ... 00,0000
05 ootet e, o

-05F

-1.0r

o o
15 [ *%0 oo

Obrazek 3.6: Graf casové fady po odecteni aritmetického prumeéru.

104,
08f
06[
04l

02F

Obrazek 3.7: Graf ACF pro data x;.

Graf funkce ACF B neni piilis vypovidajici a tézko z néj lze odhadnout,
jakému modelu by data mohla odpovidat. Linearni a relativné pomaly pokles pro
k=1,...,27 poukazuje na nestacionaritu dat. Napovédét muze i graf PACF na
obrazku 3.8 Zde je vyrazné maximum v bodé k = 1. Pro ovéreni, ze jde o model
AR(1), lze vyuzit test zalozeny na Quenouilleové aproximaci (LIT). Aby bylo
mozné oznacit model za AR(1), je nutné splnéni nerovnosti

1
|rak] < 2\/; pro k > 1.
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Obrazek 3.8: Graf PACF pro data z;.

Jak je patrné z grafu, nerovnost neni splnéna pro k£ = 26 a 51. Druhé poruseni
nerovnosti lze zanedbat, avSsak vzhledem k vyraznému rozdilu v piipadé k£ =
26 bychom mohli model AR(1) vyloucit. Graf ACF a PACF by bylo taktéz
znacné obtizné omezit kiivkou U, proto je nepravdépodobné, ze by §lo o model
ARMA(p, q). Identifikace modelu se tedy nezdafila, coz taktéz poukazuje k ne-
stacionarnim dattim. Proto provedeme testy na jednotkovy kofen.

Ty-test s Hy : vy = @4y +&4 proti Hy : oy = a+ oy + &, ddva & = 2.39762.
Na zvolené hladiné vyznamnosti o = 5% je odpovidajici kvantil 4.71, tedy Hy
nezamitame.

Stejné tak se Hy nezamitne v ptripadé 7.-testu, kdy testujeme Hy : z; =
Ty_1+& proti Hy : xy = a+ ft+px;_1+¢;. V tomto piipadé je totiz $o = 1.58626
a odpovidajici kvantil na hladiné vyznamnosti o = 5% je roven 4.88.

Jelikoz jsme v obou piipadech nulovou hypotézu nezamitli, testy prokazaly, ze
zkoumand casova Tada je nestacionarni. Nestacionarita je zjevné zpusobena od-
lehlymi hodnotami z1, ..., xs5 a rostoucim trendem u hodnot wsg, . .., x55. Proto
se pokusime o identifikaci modelu pro ptipad 25 pozorovani, konkrétné pro data
Tss, - - ., Tgz na obrazku B9 Nejprve vsak ovéiime predpokladanou stacionaritu.

Xt

0.60 -
v

0451 °

60 65 70 75 80
Obrazek 3.9: Graf casové tady xsg, ..., Tso.

V piipadé 7,-testu je ®; = 4.44665 a odpovidajici kvantil na hladiné vyznam-
nosti @ = 5% je 5.18, tedy nulovou hypotézu nezamitdme. Na hladiné a = 10%
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bychom vzhledem ke kvantilu 4.12 nulovou hypotézu zamitli. Nulovou hypotézu
zamitame v pripadé 7.-testu, jelikoz ®; = 6.01748 a odpovidajici kvantil na
hladiné o = 5% je 5.68.

K identifikaci modelu opét vyuzijeme grafy ACF a PACF.

M
104
08
06
04f

02}

—02F

Obrazek 3.10: Graf ACF pro data xsg, . .., Tgs.

0.8

0 = = m

—02l

04 .

Obrazek 3.11: Graf PACF pro data wsg, . . ., Tso.

7 grafu PACF na obrézku[3.11l1ze identifikovat bod useknuti kg = 1. V ptipadé
ACF bod useknuti patrné neexistuje a jeji tvar spolu s tvarem PACF vede k tomu,
ze model lze identifikovat jako AR(1). Odhady parametru jsou

$ = 0.498936,
5% =0.00217286,

kde o2 je rozptyl bilého sumu. |@| < 1, coz odpovida staciondrnimu procesu.
Adekvéatnost zvoleného modelu AR(1) ovéiime jesté diagnostikou vypocteného
bilého sumu podle vztahu &, = x; — Q1.
7 ACF na obrazku Ize vidét, ze pro vypocteny bily sum plati |r| < 2\/%
pro k =1,2,... a je tedy nekorelovany. Normalita vypocteného bilého Sumu se
nepotvrdila, jak naznacuje asymetricky histogram na obrazku B.13l
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Obréazek 3.12: Graf ACF pro vypocteny bily sum.
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Obréazek 3.13: Histogram vypocteného bilého Sumu.

Zaveérem lze Tici, ze jsme prokéazali nestacionaritu zkoumané rady v rozsahu
n = 100. Nestacionaritu je mozné odstranit prechodem k diferencim logaritmu.
Rozbor korela¢nich funkei transformované fady prokazal, ze ji lze povazovat za
bily Ssum. Tomu odpovidajici hypotéza ndhodné prochazky pro logaritmovanou
fadu byla potvrzena testy na jednotkovy koten.

Nestacionaritu lze rovnéz odstranit zkracenim puvodni fady a eliminaci pro-
blematickych tseku. Pro hodnoty sménného kurzu z konce prosince 2013 a ledna
2014 1ze pak identifikovat stacionarni AR(1) model, coz potvrdily i testy na jed-
notkovy koren. Vysledky jsou smysluplné i ptes poruseni predpokladu normality
bilého sumu.
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